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UNG OUNG A0 HAM BE KHAO SAT
Chuong VA VE B0 THI CUA HAM SO

UNE DUNE BAO HAM BE KHAD SAT VA VE 80 THI CUA HAM S0

Trong chuong nay, ching ta ing dung dao
ham va gidi han dé xét mot s6 tinh chét quan
trong clia ham sé va @6 thi nhu : tinh don diéu,
cuc tri, gia tri 16n nhét, gia tri nhd nhét cla ham
s va cac dudng tiém can clla dd thi ; tir dé
khao sat su bién thién va vé d8 thi clia ham sé.

Hoc sinh cén ¢b ki ning thanh thao khi xét cac
tinh chét d& néu cla mdt ham s6 cho trudc
ciing nhu khao sét sur bién thién va vé dé thi
clia mdt s& ham s8 don gian.
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TINH PON DIEU CUA HAM SO

Trong bai niy ta s& itng dung dao ham dé xét tinh don diéu (tic 14 tinh dong
bién va tinh nghich bién) cia ham s6.

Trude hét ta nhac lai dinh nghia him s6 déng bién va ham sé nghich bién
trong sdch gido khoa Dai s6 10 nang cao.

Gia st K 1a mét khoang, mét doan hoac mét nira khoang va f 14 ham sé xdac
dinh trén K

Ham s6 f duoc goi la déng bién trén K néu
Vx,x ek, xp<x = f(x) < f(x,) ;
Ham s6 f duoc goila nghich bién trén K néu
Vi Xy €K, 0 <X =2 flX) B flxs):
Noi mot cach khac, néu ham s6 f xdc dinh trén K thi
Ham s6f dong bién trén K khi va chi khi véi x tuy ¥ thuée K, ta cé
flx+ Ax) — f(x)
Ax
Ham s6 f nghich bién trén K khi va chi khi véi x tuy v thude K, ta ¢d
flx + Ax) — f(x)
Ax

>0véimoi Ax # 0 ma x + Av € K.

<0véimoi Ax# 0 ma v+ Ax € K.
Tir d6, ngudi ta chimg minh duoe diéu sau day :

Gia sir ham s6 f ¢6 dao ham trén khoang /.

a) Néu ham s6 f déng bi€n trén khoang I thi f'(x) = 0 v&i moi
x el

b) Néu ham s6 f nghich bién trén khoang 7 thi f'(x) €0 véi
moi x € I.

Déo lai, ¢6 thé chitng minh dwoc :
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DINH LI

Gia sirham s6 f c6 dao ham trén khoang 1.

a) Néu f'(x) >0 v&i moi x € I thi ham s6 f déong bién trén

khoang I.
b) Néu f'(x) <0 v&imoi x € I thi him s6 f nghich bién trén
khoang 1.
¢) Néu f'(x) =0 véimoi x € I thi ham s6 f khéng déi trén
khoang 1.

Dinh Ii trén cho ta mot diéu kién di dé ham s6 don diéu trén mot khoang.

CHU Y
Khoang I trong dinh Ii trén ¢ thé dwoe thay bdi mét doan hoic

moét nira khoang. Khi dé phai bé sung gia thiét "Ham sé lién tuc
trén doan hoac nira khoang dé". Chang han :

Néu ham s6 f lién tuc trén doan [a ; b] va ¢6 dao ham f'(x) > 0 trén
khoang (a ; b) thi him s6 f déng bién trén doan [a ; b].
Neudi ta thudng dién dat khang dinh nay qua bang bién thién nhwr sau

X a h

f'(x) +

f(h)
b fla)

Vi du 1. Chimg minh ring hAm s6 f(x) = 1 - X nghich bién trén doan [0 ; 1].

Gridli

Dé thiy ham s6 da cho lién tuc trén doan [0 ; 1]. Ngoaira, f'(x) = o - <0
1 - x

vGi moi x € (0; 1). Do d6 ham s6 nghich bién trén doan [0 ; 1]. O

e Viéc tim cdc khoang dong bién va nghich bién ctia mét ham s6 con duge noéi
gon la xét chiéu bién thién cua ham 56 do.

Qua dinh 1i di néu, ta thiy viéc xét chiéu bi€n thién cia mét ham s ¢6 dao
» - £ & o " A - &t » * r
ham cé thé chuyén vé viéc xét diu dao ham cua no.
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Vi du 2. Xét chiéu bién thién enia ham s6

4
y=x+—
X

Gidi

Ham s6 di cho xac dinh trén tip hop R\ {0}.
-

Tz'uc:'i:j‘-y'=1-i:Jl %,

.1'2 .1.'2

¥ =0 x=~12,

Chiéu bién thién ctia hAm s6 dugce néun trong bang sau :

X —on =2 0 2 +o0
5 4 ¥ 0 - - 0 +
£ 4 \ /
4

Vay him s6 déng bién trén moi khoang (-« ; —2) va (2 ; +»), nghich bi€n
trén moi khoang (-2 ; 0) va (0;2).

H1| Xét chiéu bién thién ctia ham s6

YE=X =X +2x=3
3
Vi du 3. Xét chiéu bién thién ciia ham s6
4 .
y= g.r“‘ ~ 0 =T

Giai

Ham s6 dé cho xac dinh trén R.

Tachd y' = 4x% —4x +1 = (2x - 1)2.

; 2 I & & g i 1
y=0véix==vay >0 véimol x £ —.

2 2
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L2

Bang bién thién :

+co

| —

¥ + 0 +

7
? ,/'_]6 /

Theo chii ¥ sau dinh 1i, him s6 da cho déng bi€én trén moéi nira khoang

[—00 . %} va {% s+ cﬂ]. Tir d6 suy ra haim s6 dong bién trén R,

Nhdn xét. Qua vi du 3, ta thiy ¢6 thé m& rong dinh 1f dd néu nhur sau :
Gia sir ham sé f ¢6 dao ham trén khoang I. Néu f'(x) = 0 véi moi x € I (hoac

Fl(x) <0 véimoi x € I) va f'(x) = 0 chi tai mot s6 hitu han diém ciia 7 thi
hiim s6 f déng bién (hoac nghich bién) trén 1.

Xét chiéu bién thién cia ham s&

A N |
y=2¢ + 5% F—x" ——.
i 3 3
~ Fm - -m ~
Cau hai va bai tap
Xét chiéu bién thién cua cac ham s6 sau :
a)y= 2% +3x% + 1 s b) v= X -2x b x+1 ;
3 2
C)y=Xx+—; dy=x—-=;
X x

e)y= =0 =5 : f)y= V4 - .

Chifng minh rang

; X o Jz 25 . o g ;
a) Himsé y _E":E déng bién trén méi khoang xac dinh cua né ;

—.Ti - 2x+3
x+1

ll

b) Ham s6 v nghich bién trén méi khoang xdc dinh cua né.
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bl

Chitng minh rang cic ham sé sau day déng bién trén IR :

a) f(x) = o6t +17x+ 4 : b) fi(x) = x> 4+ x—cosx—4,

Véi gid tri ndo cia @ haim sé y = ax — x° nghich bién trén R ?
Tim cdc gié tri ctia tham s8 a dé ham s8

f(x) = %.rs +ax® +4x+3

déng bién trén [R.

Luyén tap

Xét chiéu bién thién clia cdc him s6 sau

a) y= %»‘-’3 - 2.\"1 +4x -5 z b) y= —%x‘i + 6;._—2 — Oy _§ .
- _

c)y= # : d) y=2x - V2

e)y=x? - 2x+3; f)y= ,rL - 2%

Chitng minh rang him sé
fix)=cos2x-2x+ 3
nghich bién trén R.
Chitng minh cdc bét dang thitc sau :
a) sinxy < x vdimoix >0,
siny > x védimoix <0 ;

Huéng dan. Ching minh him s6 f(x) = x — sinx déng bién trén nira khodng

o

X o 2
b) cosx >1- = véimoixv =0 ;
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3
; ST
¢) sinx > x — = Voéimoix >0,
3
- ".l Al &
siny < x — — véi moix < 0.

6

9. Ching minh rang

10.

; i E El
sinx +tanx > 2x véimoi x € | 0; 5):

Huéng dan

Chitng minh him s& f(x) = sinx + tanx — 2x déng bién trén nira khoang

3

S6 dan clia mét thi trin sau t+ nam ké tir nam 1970 duoc wée tinh bdi
cong thirc

26r + 10
t+5

J)=
( f(r) duge tinh bang nghin ngudi).
a) Tinh s6 dan cua thi trin vao nam 1980 va nam 1995.
b) Xem f 12 mot ham s6 xdc dinh trén nira khoang [0 ; +%). Tim f' v xét
chiéu bién thién clia hAm sé f trén nita khoang [0 ; + =),

¢) Dao ham ctia ham s6 f bi€u thi téc do tang din s6 cna thi trin (tinh bang
nghin ngudi/ nam).

e Tinh t6c d6 tang dan s6 vio nam 1990 va nam 2008 cua thi trén.

¢ Vao nam nao thi téc do tang din s6 14 0,125 nghin ngudi / nam ?
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CUC TRI CUA HAM SO

Bai nay gidi thiéu khai niém cue dai, cue tiéu cia him s6 va xét quan hé
giita cure dai, cue ti€u véi diu cta dao ham cidp mét va dao him cip hai ctia
ham sé.

1. Khai niém cuc tri cua ham sé
DINH NGHIA
Gia sir ham s6 f xdc dinh trén tap hop D (D c R) va x; € D.
a) x; dugc goi la mot diém cuc dai ctia him s6 f néu tén tai moét
khoang (a ; b) chita diém x, sao cho (a ; b) € Dva
f(x) < fxg) véimoi x € (a: b) \{x,}.
Khi dé f(x,) duge goi la gid tri cue dai cia ham s6 f.
b) x, dugc goi 1a mot diém cuc tiéu ctia ham s6 f néu tén tai
mot khoang (a ; b) chita di€ém Xy saocho (a; b) C D va
f(x) > f(xg) véimoi x € (a; b) \{xg}.
Khidé f(x;) dwoe goi la gia tri cuc tiéu ciia ham s6 £,
Piém cuc dai va di€ém cue ti€u duoce goi chung 14 diém cuc tri.
Gia tri cue dai va gid tri cue tiéu duge goi chung 14 cuc tri.
Néu x, 1a moét diém cuc tri cta ham s6 f thi ngudi ta néi rang ham s6 f dat

cre tri tai diém x;. ¥

=fx)

i = —————

4
Ty

“-———————
¥

10
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CHUY

1) Gid tri eve dai (cwe ti€u) f(xp) cha ham s6 f néi chung khéng
phai 12 gid tri 16n nhat (nhd nhat) ciia ham s6 f trén tap hop D ;
f(xy) chila gid tri 16n nhéit (nhd nhit) cta ham s6 f trén mot
khoang (a : b) nao dé chira diém Xp

2) Ham s6 f ¢6 thé dat cue dai hoac cure ti€u tai nhiéu di€m trén tap

hop 9. Trén dé thi clia ham s6 y = f(x) trong hinh 1.1, ta thay

ham s6 ¢6 hai diém cue ti€u va hai diém cue dai. Ham sé ciing cé
thé khong ¢6 cure tri trén mot tap hop s6 thue cho trude.

3) Déi khi ngudi ta cling néi dén diém cute tri etia dé thi.
Né&u xg 12 mot diém cure tri cha ham s f thi di€m (vy ; flxg)) dirge
goi la diem cuc tri cuia do thi ham s6 f.

2. PDiéu kién can dé ham so6 dat cuc tri

Quan sit dé thi cuia ham s6 y = f(x) (h.1.1), ta thiy n€u ham s6 f dat cuc tri
tai di€m x; va néu d6 thi ciia ham s6 c6 ti€p tuyén tai diém (x; ; f(xp)) thi

ti€p tuyén dé song song voi truc hoanh, tire 1a f'(xy) = 0.

D6 1a néi dung cua dinh 1i ma ta thira nhin sau day.

DINH LI 1

Gia sir ham s6 f dat cuc tri tai di€ém x, . Khi d6, néu f ¢é dao

ham tai x; thi f'(xy) = 0.

Diéu nguge lai cé thé khong ding. Dao ham f' ¢6 thé bang 0 tai di€ém x,
nhung ham s6 f khéng dat cue tri tai diém ;.

Chang han, xét hAim s6 f(x) = +, tacod flix)= 322 va f'(0) = 0. Tuy nhién,
ham s6 f khéng dat cure tri tai diém x = 0. That vy, vi f'(x) > 0 véi moix # 0

nén him s6 f déng bién trén R (h.1.2).

13
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y
yh
%
i
.'.'g'
0 x y=W
0 x
Hinh 1.2 Hinlr 1.3

CHUY

Ham s6 ¢6 thé dat cuc tri tai mot diém ma tai d6 him s6 khéng cé

dao hidm. Chang han, hAm s6 y = f(x) = I\l xdc dinh trén R. Vi

F(0) =0va f(x)>0 véimoi x # 0 nén him sd dat cuc tiéu tai

diém x = 0.

Dé thay ham s6 y = |x| khéng cé dao ham tai diém x = 0 (h.1.3).

Nhuir viy, mot ham sé chi cé thé dat cue tri tai mét diém ma tai d6

dao hiim ctia ham s6 bang 0, hodc tai d6 ham s6 khéng ¢6 dao ham.
3. Piéu kién di dé ham sé dat cuc tri

. - a . & . * 21 t .
Dinh 1i sau cho ta mét dicu kién du dé ham soé dat cue tri.

DINH LI 2

Gia sir ham s6 f lién tuc trén khodng (a : b) chita diém x; va
c6 dao ham trén cdc khoang (a ; xy) va (i ; b). Khi dé

a) Néu f'(x) <0 véi moi x € (a:xy) va f'(x) >0 véi moi
x € (xg 3 b) thi ham s6 f dat cuc tiéu tai diém .

b) Néu f'(x) >0 véimoi x € (a;xy) va f'(x) <0 véi moi

x € (x5 3 b) thihams6 f dat cuc dai tai di€m ;.

12
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Né6i mét cdach khic,
a) Néu f'(x) déi ddu tir Am sang dwong khi x qua diém x, (theo chiéu tang)
thi ham s& dat cyc tiéu tai diém x;,.
b) Néu f'(x) déi dau tir duwong sang 4m khi x qua diém x, (theo chiéu tang)
thi ham s& dat cyc dai tai diém x;.
Chitng minh
a) Vi ham s6 f lién tuc trén nira khoang (a:x5] va f'(x) <0 véi moi
x € (a ; xy) nén ham s6 f nghich bién trén (a ; x; ] . Do dé

flx) > f(xg) véimoi x € (a: xy).
Tuwong tu, vi ham s6 flién tuc trén nira khoang [x; : ) va f'(x) > 0 véi moi
x € (xg : b) nén ham s6 dong bién trén [x; ; b). Do dé

f(x) > f(xg) véimoi x € (xp ; h).
Vay f(x) > f(xy) v6imoi x € (a; b) \ {xy}, titc 12 ham s6 f dat cue tiéu tai
diém x;.
b) Phan b) diroec chirng minh tuong tr. O
Dinh 17 2 dwge viét gon lai trong hai bang bién thién sau :

X a Xp b
fi(x) ~
f(‘.) \ f( 10 ] /

(curc tiéu)

X a X b
£'(x) + S
fo) /i)

/CW da 'N

Tir dinh 11 2 ta ¢6 quy tac tim cure tri sau day.
13
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14

QUY TAC 1
[. Tim £'(x).

2. Tim cdc diém x; (i = 1, 2,...) tai d6 dao ham ctia ham s& bang 0

hoac ham s6 lién tuc nhung khéng cé dao ham.

3. Xét ddu f'(x). Néu f'(x) déi déu khix qua di€ém x; thi ham s6

dat cure tri tai x; .

Vidu 1. Tim cuc tri cia ham s6

Giai
Ham s6 di cho xdc dinh trén R.

Fxy= x% -2x-3.
f'(x) =0& x = -1 hoac x = 3.

Tacd
Tirdé

Sau day la bang bién thién :

% —a0 -1 3 +o0
f(x) + 0 - 0 +
3
fx)
72
3
Vay ham s6 dat cue dai tai diém x = -1, gid tri cuc dai cia him s6 1
f(=1) = 3. Ham s& dat cue ti€n tai diém x = 3, gid tri cue tiéu clia ham s6 13
2
)
13 3

H1

Tim cuc tri cda ham sé

flx) = x+ %— 3

Vidu 2. Ap dung quy tac | tim cuc tri ctia him s6

fx) = .
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Gidi

Ham s6 da cho xdc dinh va lién tuc trén R,

) -xvéix <0
Tacé f=4 " "
xvoix = 0.
-1véix <0
Do do6 Fiix) = "
l véi x > 0.

(Ham s6 f khéng ¢6 dao ham tai diém x = 0).
Sau day la bang bién thién :

X —D U +a0

f'(x) . |

+
fx) \ I
0

Viy ham s6 dat cue tiéu tai x = 0 va gid tri cue tiéu clia hamsé 1af(0)=0. O

C6 thé sir dung dao ham cdp hai dé tim cure tri clia ham s6. Nguoi ta da chimg
minh dinh li sau day.

DINH LI 3

Gia sir ham s6 f ¢6 dao ham cip moét trén khoang (a; b)
chita diém X, ['(xg) =0 vaf c6 dao ham cdp hai khéc 0 tai
diem x;.

a) Néu f"(xy) < 0 thi hams6 f dat cue dai tai diém x;.

b) Néu f"(xp) > 0 thi hAm s8 f dat cure tiéu tai diém x;.

Tir dinh 1i 3, ta cé mét quy tac khac dé tim cure tri ctia ham s6 (n€u ham sé cé
dao ham cap hai).

15
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QUY TAC 2

1. Tim f'(x).

2. Tim cdc nghiém x, (i = 1, 2,...) cta phwong trinh f'(x) = 0.
3. Tim f"(x) vatinh f"(x;).

Néu f"(x;) < 0 thi ham s& dat cuc dai tai diém ;.

Néu f"(x.) > 0 thi ham s6 dat cure ti€u tai diém x,.

Vi du 3. Ap dung quy tac 2 tim cure tri ctia him sé&

fix) = %.rs i~ B %
Giai

Ham s6 da cho xac dinh trén R.

Tacdf'(x) = x> -2x-3;
fix) =04 kx==1 hefic x= 3 ;
FriE) =02x=2,
Vi f"(=1) = =4 < 0 nén ham s6é dat cue dai tai di€m x = =1, f(=1) = 3-
2

Vi £"(3) = 4 >0 nén ham s6 dat cuc tiéu tai diém x = 3, f(3) = _??
Ta nhén duoce cdc két qua da biét trong vidu 1,
Tim cuc tif cda ham s6
f(x)=2sin2x-3.
Cau hoi va bai tap
11. Tim curce tri cia cdc him s6 sau :
a) f(x) = -__L—.r“' +2x% +3x -1 ; B) f(x) = é-xi" ~x*+2x-10 ;

) Fx) = x+ = &) £ = Wl +2) ;
16
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8 48 ¥ —3x+3
e:]f[_r)=-}§——-:'j-+2; f}ffx}=+__ll+—'

12. Tim cure tri cia cdc haim sé sau :

a) y= ‘\'\14 -x%; b)y= 1’8 e 3

c)y=x-—-sin2x+ 2 ; d) y=3 - 2cosx — cos2x.
13. Tim cdc hé sé a, b, ¢, d ciia hAm s&
flx) = ax® + bx? +ex + d

sao cho ham s6 f dat cue tiéu tai di€ém x = 0, £(0) = 0 va dat cure dai tai di€ém
x=1,f(1)=1.
14. Xac dinh cac hé sé a, b, ¢ sao cho ham s&
Fx) = ¥ +axl +by+c
dat cue tri bang O tai diém x = — 2 va d6 thi clia ham s& di qua diém A(l ; 0).
15. Ching minh rang véi moi gid tri cia m, haim s6
_1.2

= m(m + )x + m® + 1
x—m

}P:

luén c6 cue dai va cure tiéu.

GIA TRI LON NHAT
VA GIA TRINHO NHAT CUA HAM SO

S
_— 4

Nhiéu bai todn din dén viéc tim gid tri 16n nhat va gid tri nhd nhat ciia him s6
trén moét tdp hop sé thue cho trude. Trong bai nay ta s& img dung tinh don
diéu va cwe tri cia hAm s6 dé tim gia tri 16n nhit va gid tri nhd nhit cha
ham sé.

17
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DINH NGHIA

Gia strham s6 f x4c dinh trén tap hop D (9 c R).

a) Néu tén tai mot diém vy € D sao cho

f(x) € f(xy) vé6imoi x € D
thi s6 M = f(x,) duge goi la gia tri I6n nhat cia ham s6 f trén
D, ki hiéu 1a M = max f(x).

XED
b) Néu tén tai mét di€m x, € 9D sao cho

f(x) = f(xy) véimoix € D
thi s6 m = f(xy) duge goi 14 gia tri nho nhat clia hAm s& f trén

D, ki hiéu la m = min f(x).

XED

Nhur vay, muén chitng to rang s6 M (hoac m) 1a gid tri 1én nhét (hoac gid tri

nho nhit) clia ham s6 £ trén tap hop & cén chird

a) f(x)< M (hodc f(x)=m) véimoi x € D,

b) Tén tai it nhit moét diém x; € D sao cho f(xy) = M (hoac f(x,) = m).

Ta quy wée rang khi néi gia tri 16n nhat hay nhoé nhét clia him s6 f(ma khéng

néi "trén tap 9") thi ta hi€u dé la gia tri 16n nhat hay nho nhat clia £ trén tap

xédc dinh cua né.
Vidu 1. Tim gid tri 16n nhit va gid tri nho nhét cua ham s6
f(x) = 1/4 =
Gidi
Tap xdc dinh ctia ham s6 1a [-2;2]. Hién nhién 0 < f(x) <2 véi moi
xe[-2:2];

fxX) =0 x=x2vA f(x)=2 x=0.
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Do dé

min 4-x2 =0 : max A= x2=1. |
xe[=-2:2] xe[-2:2]

Phuong phdp thudng duge sit dung dé tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat
cia him s6 trén mot tip hop 1a ldp bang bién thién cia ham sé trén tap
hop dé.

Vidu 2. Tim gia tri 16n nhit va gia tri nho nhit cia ham sé

Fifg) = X = 3x + 3 trén doan [—3 %}

Giai. Ta cd
Fi(x)=32-1;
fix) =0 x==+1.

Sau day la bang bién thién ciaf trén doan [—3 ; %} :

3
& | =3 i | 3
: 3

I + 0 - 0 +
? 15
£(x) / \ / g
-15 |

Tir bang bién thién, ta duoe

max f(x)= f(-1)=35; min f(x)= f(-3) =-15.

e g

IHI Tim gia tri I6n nhat va gia tri nhé nhéat cda ham sd

fx)=x+

] 1 frén khoang (1 ; + =),

X =

19
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Vi du 3. Mét hép khéng nap duge =
lam tir mot manh cédc téng theo mau .
hinh 1.4. Hop c6 day la mét hinh e

vudéng canh x (cm), chiéu cao 14 h (cm)

vi c6 thé tich 13 500 ent’.

x
a) Hiy biéu dién h theo x.
b) Tim dién tich §(x) ctia manh cic tong x
theo . T
¢) Tim gid tri cua x sao cho S(x) A
nho nhat. 1
Giai Hinh 14
a) Thé tich ctia hop 1a

, 500
V = x*h =500 (cm’). Dod6 h=—-, x > 0.
x

b) Dién tich ctia manh céc téng ding lam hép 1a

Sy = ¥ + 4hy.

Tira) tacod

S(x) =22 + 29? , x> 0.

¢) Ta tim x >0 sao cho tai d6 S(x) dat gid tri nho nhat trén khoang
(0;+ ), Tacd

2000 _ 2(x* = 1000)

1'2 .'l.'z

Ny =l ey =10,

S'(x) = 2x -

Bang bi€n thién cta S trén khoang (0 ; +0)
x 0 10 +o
8°(x) - 0 +

S(x) \ - /
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Dura vao bang bién thién ta thiy trén khoang (0 ; + o), ham s6 S dat gia tri
nho nhit tai diém x = 10. Vay muén t6n it nguyén liéu nhét, ta 14y do dai canh
diy hinh hop 1a x = 10 (cm). |
Nhan xét

Ngudi ta di chimg minh duge rang ham s6 lién tue trén mot doan thi dat dugc
gid tri 1én nhat va nho nhit trén doan dé.

Trong nhiéu trudng hop, ¢é thé tim gid tri 16n nhat va gia tri nhé nhét ctia him
s6 trén mot doan ma khéng cin lap bang bién thién cua né.

Gia str ham s6 f lién tuc trén doan [« ; b] va c6 dao ham trén khoang (a ; b),
c6 thé trir mét s6 hitu han diém. Néu £'(x) = 0 chi tai mét s6 hiru han diém
thude (@ ; b) thi ta ¢é quy tac fim gid tri 16n nhit vi nho nhét cia ham f trén
doan [a ; b] nhuir sau :

QUY TAC

1. Tim cdc diém Xy Xy von X

thude (a ; b) tai dé ham s6 f ¢é dao

ham bang 0 hoac khéng ¢é dao ham.
2. Tinh f(x;). f(xy), ... f(xy), fla) va f(b).

3. So sanh cac gia tri tim duge.

S6 16n nhit trong cdc gia tri dé 14 gia tri 1én nhét cua f trén doan
[a : b], s6 nho nhit trong cdc gid tri d6 la gia tri nho nhat cha f trén
doan [a : b].

Vidu 4. Tim gid tri 16n nhat va gid tri nho nhdt cia hamsé f(x) = o=
trén doan [0 ; 2].

Gidi. Tacé f'(x)=3x2-3;

F)=0 _ |3x*=3=0_ [r=4l _
= &> < X :
S Al Dex<? s x &2

—

fthy=1: f(0)=3; f(2)=5.
Do dé max_ f(x) =15 va min fix) =1,

XE [ﬂ; 2] xe|l: .3_']
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Cau hoi va bai tap

16. Tim gid tri 16n nhat va gid tri nho nhat cia ham s6

fix) = sin? x + cos? x.

17. Tim gi4 tri I6n nhit va gid tri nho nhat coa cde ham s6 sau :

a) f(x) = x2 +2x -5 trén doan [-2; 3] ;

3

b} filx) = IT +2x% + 3x - 4 trén doan [-4 ;0] ;

c) f(x) =x+ IT trén khoang (0 ; + o) ;

d) f(x) = —x* + 2x + 4 trén doan [2; 4] ;

2,\'2 +5x+ 4
+ 2

e) fix) = trén doan [0 ; 1] ;

By FlErE = % trén nira khoang (0 ; 2].

18. Tim gid tri 16n nhat va gid tri nho nhat cia cdc ham s6 sau :
e L : 24, - .
a) y= 2sin“ x + 2sinx - 1 ; b) y= cos” 2x — sinxcosx + 4.

19. Cho mét tam gidc déu ABC canh a. Ngudi ta dimg mét hinh chir nhat MNPQ
c6 canh MN nam trén canh BC, hai dinh P va Q theo thif tr nam trén hai canh
AC va AB ciia tam gidc. Xac dinh vi trf cha diém M sao cho hinh chif nhét ¢6
dién tich 16n nhat va tim gia tri 16n nhét dé.

20. Khi nuéi cd thi nghiém trong hé, mét nha sinh vat hoc thiy rang : Néu trén
moi don vi dién tich ctia mat hé ¢6 n con ¢4 thi trung binh méi con ¢4 sau mot
VU can nang

P(n) = 480 — 20n (gam).

Hoéi phai tha bao nhiéu ca trén mét don vi dién tich ctia mat hé dé sau mét vu

thu hoach dwgc nhiéu cd nhat ?

22

timdapan.com



Luyen tap

21. Tim cure tri cia cdc ham s6 sau :

a 3
D) F() = —— ; b) f(x) = —

x°+1 x+1

¢) f(x) = 1/5 — g d) f(x) = x + 1}.1-3 —f

Tim gia tri cia m dé ham s6

.1'2 + mx — 1

x—1

f(x) =

6 cue dai va cue tiéu.

23. D6 giam huyét d4p ciia mét bénh nhéin duge cho bdi céng thite

G(x) = 0,025x2(30 — x),

trong d6 x la liéu lwong thuée duoe tiém cho bénh nhin (x dwge tinh bang
miligam). Tinh liéu luong thuée cin tiém cho bénh nhan dé huyét d4p giam
nhiéu nhat va tinh d6 giam dé.

24. Cho parabol () - y = x” va diém A(-3 ; 0). Xéc dinh di€m M thude parabol

() sao cho khoang ciach AM 1a ngan nhat va tim khodng cdch ngan nhat dé.

25. Mot con c4 héi boi nguge dong dé vugt mot khoang cdch 14 300km. Van téc

dong nurde la 6km/h. Néu van tée boi ctia ca khi nude dimg yén 1a v (km/h) thi
nang lrong tiéu hao cna c4 trong ¢ gid duoe cho boi cong thire
E(w) = o1,

trong d6 ¢ 13 moét hang s6, E duge tinh bang jun. Tim vén téc boi cta cd khi
nurée ditng yén dé nang lwong tiéu hao 14 it nhit.

26. Sau khi phat hién moét bénh dich, cdc chuyén gia v t€ wée tinh s6 ngudi nhiém

bénh ké tir ngay xuét hién bénh nhan diu tién dén ngay thi ¢ 13
f) =452 -7,1=0,1,2,.,25.
Néu coi f Ia ham s6 xdc dinh trén doan [0 ; 25] thi f'(¢) dugc xem la téc do

truyén bénh (ngudi / ngay) tai thdi di€m +.

23
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a) Tinh téc do truyén bénh vio ngay thir 5.

b) X4c dinh ngdy ma t6¢ do truyén bénh 13 16n nhit va tinh téc do dé.
¢) Xidc dinh cdc ngay ma téc do truyén bénh 16n hon 600.

d) Xét chiéu bién thién ciia hAm s6 f trén doan [0 ; 25]

27. Tim gid tri 16n nhat va gia tri nho nhat cia cdc ham s6 sau :

a) f(x)= B3 - 2v tén doan [-3; 1] ;
b) flx) = x+ V4 -x;

¢) f(x)= sin? x + cos® x + 2

2

28. Trong cdac hinh chit nhét ¢6 chu vi 1a 40 cm, hiy xdc dinh hinh chit nhét cé
dién tich 16n nhat.

d) f(x) = x —sin2x trén doan {—E;ﬂ]

pO THI CUA HAM SO
§ VA PHEP TINH TIEN HE TOA PO

Ta nhac lai dinh nghia d6 thi cia him s6 trong sdch gido khoa Pai s6 10
niang cao.

D6 thi clia hAm s6 y = f{x) x4c dinh trén tap 9D 13 tap hop tat ci cdc diém
(x 3 f(x), x € D cha mat phang toa do.

Ngudi ta con goi dé thi cia him s6 y = flx) 1 dudng cong ¢6 phuong trinh Ia
y = f(x) (goi tat 1a dudng cong y = fix)).

Trong nhiéu trurdng hop viée thay hé toa doé di eé bdi mot hé toa dé méi gitip
ta nghién ciru dudng cong thudn tién hon. Bai nay gidi thiéu phép tinh ti€n hé
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toa d6, nh& dé c6 thé xde dinh dirge truce déi xing va tim d&i ximg cla mot s6
dudng cong.

1. Phép tinh tién hé toa do va cong thie chuyén hé toa do

Gia str I 13 mot diém clia mat phang
va (x5 ; ¥) la toa d6 cla di€m I YA ¥
d6i véi hé toa do6 Oxy. Goi IXY la
hé toa d6 mdi cé goc 1A diém I va
hai true IX, IY theo thir tur ¢6 cing

e (-]

- —k

cac vecto don vi 7, j v&i hai truc

Ox, Oy (h.1.5). 23

i
1
1
i
1
1
I
1
1
]
1
4

®Y =

Gia sir M 1a mét di€ém bat ki cia 0 X0
mat phang. Goi (x ; y) 13 toa do ctia
diém M d6i véi hé toa do Oxy va

(X; Y) 1a toa dé cha di€m M d6i véi Hinh 15
hé toa do IXY. Khi dé

OM = OI + IM
hay
i+ v? = {.1'0.?+ Yo F) + (X;-i- Y_?}

= (X 4 x)i €(¥ 4 y0)J.

x=X+Xx
y=Y +y,.

Cac hé thite trén goi | céng thite chuyén hé toa dé trong phép tinh tién theo

Do dé

vecto O].

2. Phuong trinh cua duong cong doi véi hé toa do méi
Gia str (%) 1a dé thi ciia hAim s6 v = f(x) d6i véi hé toa dd Oxy di cho. Khi
d6 phuong trinh cia dudng cong (%) doi v&i hé toa do Oxy 1a y = f(x). Ta sé
viét phuong trinh cua (%) déi véi hé toa do méi IXY.
25
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26

Gia sir M 1a mét diém bat ki clia mat phang, (x ; v) va (X ; Y) 12 toa do cia
di€ém M, theo thit tur, d8i véi hé toa dé Oxy va IXY. Khi dé,

Me (9 & y= ).
Ap dung céng thitc chuyén hé toa dé trong phép tinh tién theo vecto ol ,tacd
Me(G e Y+y=f(X+x) Y= f(X+x)- .
Viéy phuong trinh cua dudng cong (%) d6i véi hé toa do IXY la
Y = f(X + x3) = Yp.
Vi du. Cho dudng cong (¢) ¢ phuong trinh la

y=%u—zf—1
vadiém1I(2:-1).

a) Vi€t cong thite chuyén hé toa dé trong phép tinh ti€n theo vecto Ol va viét
phuong trinh cia dudng cong (¢') d6i véi hé toa do IXY.

b) Tir d6 suy ra rang I 1a tim déi xing ctua dudng cong (¢).
Gidi. a) Céng thitc chuyén hé toa dé trong phép tinh tién theo vecto oI la

x=X+2
y=Y-1.

Phuwong trinh ctia dudng cong (¢) d&i véi hé toa do IXY la

5. =1 hay ¥ = Ij}ﬁ.

Y-1=
b) Vi Y = %—X‘; 14 mét ham s 1& nén dé thi (¥) cha né nhan géc toa do I

lam tdm déi ximg. O

]E[ a) Tim toa do dinh | ciia parabol (&) c6 phuong trinh la

y= 2x? - 4x.
b) Viét cong thite chuyén hé toa do trong phép tinh tién theo vecto OI va viét
phurong trinh cia parabol (&) d6i voi hé toa do IXY .
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Cau hoi va bai tap
29. Xdc dinh dinh I ctia méi parabol (P) sau day. Viét cong thite chuyén hé toa do

trong phép tinh ti€n theo vecto Ol vi viét phrrong trinh ctia parabol (9) d6i
voi hé toa do IXY.

a) y= 2x% - 3x+1; b) y = %.1‘2 -x-3;

c)y=x-— 457 ; d) y=2x% -5,
30. Cho haimsé f(x)= e e

a) Xdc dinh diém 7 thudce do thi (¢) ciia him s6 di cho biét rang hoanh dé cta
diém  1a nghiém ctia phuong trinh f"(x)= 0.

b) Viét cong thite chuyén hé toa do trong phép tinh tién theo vecto OI va viét
phuong trinh clia dudng cong (¢) déi véi hé toa dé IXY. Tir d6 suy ra rang [ 13
tim déi ximg cua dudng cong ().

¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia dudng cong (¢) tai diém I d6i véi hé toa
d6 Oxy. Ching minh rang trén khoang (- ;1) dudng cong (%) nim phia
dudi ti€p tuyén tai I cua (¢) va trén khoang (1:+ o) dudng cong (¢) nam
phia trén ti€p tuyén dé.

Huong dan. Trén khoang (- ;1), dudng cong (¥) nam phia duéi ti€p tuyén

y=ax+bh néu f(x) <ar+ b véimoi x <1.

va diém I(=2 ; 2). Viét

31. Cho dudng cong ('¢) ¢6 phwong trinh 1a y = 2 - - l 5

cong thitc chuyén hé toa do trong phép tinh ti€n theo vecto O va viét phuong
trinh cta dudng cong (¢) d6i vdi hé toa do IXY. Tir d6 suy ra I la tAm déi

xtmg cua (¢).

27
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32. Xic dinh tam déi ximg cua d6 thi moi ham s6 sau day.

2 3x -2
a) y = +1; b) y = ;
) x—1 ) x+1
Huong dan. b) Viét cong thire dd cho dudi dang y = 3 - - i T
33. Cho dudng cong (¢) ¢6 phwong trinh y= ax+ b+ = = trong doé
X=Xy

a#0, c#0 vadiémIcétoadd (xy;y) thoa man y, = axy + b. Viét cong
thitc chuyén hé toa dé trong phép tinh tién theo vecto OI va phurong trinh ciia
(¢) déi véi hé toa do IXY. Tir d6 suy ra rang I 13 tim déi ximg cta dudng
cong ('¢).

N PUONG TIEM CAN CUA PO THIHAM sO&
1. Duong tiém can ditng va duong tiém can ngang

Ta di biét d6 thi ctia hAm s6 f(x) = i la dudng hypebol gém hai nhianh nam
7

trong gée phan oir thie nhat va thit ba ctia mat phrfmg toa dé (h.1.6).
Ta c6

| b2 |

lim f(x)= lim —=0

X =+ X =»+m X

va lim f(x)= Ilim l: 0.
g

X —r-o X=»-o M
Diéu dé6 cé nghia 1a khoang céch 0 H x
MH=|f(x)| tir diém M cia dé thi
dén truc hoanh din dén 0 khi diém NYK

M theo duong hypebol di xa ra vé

tin vé phia phai hoac phia trii.
’ P P ¢ P Hinh 16
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u » . n = w . 3 > . % - l
Neguroi ta goi truc hoanh la dudng tiém cin ngang cta do thi ham sé y = =

Ta ciing c6

: : : 1 . : . , I
lim f(x)= lim —=+4+o va Ilim f(x)= lim —=-oo,
x =07 x=>0" X x=0" x=0 X
Diéu dé cé nghia 12 khoang cich NK = [x] tir mét di€ém N cta dé thi dén truc
tung dan dén 0 khi di€ém N theo d6 thi di xa ra v6 tin vé phia trén hoac phia

o 5 & s 5 n ® - FY - - 1 # 1
dudi. Nguoi ta goi truc tung la dudng tiém can dimg cua do thi ham s6 y = —.
-

M6t cach téng quat, ta cé

DINH NGHIA 1
Dudng thaing v = y, duge goi 1A dudng tiém can ngang (goi tat
I tiém can ngang) ciia d6 thi ham s6 y = f(x) néu

lim f(x)=y, hodc lim f(x)= y,.
X =+ X =*—c

(Xem hinh 1.7).

™\ W P

/ \y x 0 o

Duong thing v = vy la tiém cdn ngang cua Pucng thang v = vy la tiém cdn ngang
do thi (khi x —+om). ctia dé thi (khi x —-m).
) h)
Hinh 1.7
29
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DINH NGHIA 2

Pudng thang x = x, duge goi la dudng tiém can ding (goi tat
la tiém can diang) ciua d6 thi him s6 y = f(x) néu it nhit mot
trong cic diéu kién sau durge thoa mén :

lim f(x)=400; lim f(x)=+4w ;

X =y x>
lim f(x)=-o; lim f(x)=-o
X =g A= .1'&

(Xem hinh 1.8).

»1 | y
“\'
N 4
) 3
% RS
Il e
N\ _V A
7 X x 0 % N
) h)
}"“‘ Y&
0 %o 3 7 %o x

\_/_ R
-3 " y=Ax)

y=fx)

a) va ¢). Puong thang x = xy la tiém ean

dimg ctia dothi (khi x = x; ).

30

)
h) va d). Pueng thing x = xg la tiém
cdn dimg cria d6 thi (khi x — xy ).

)

Hinh | 8
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2x — 1
X+2

Vidu 1. Tim tiém cin ngang va tiém cin dimg cta do thi ham sé y =

Gidi

Ham s6 di cho ¢6 tip xdc dinh 1a R\ {-2}.

Vi lim y = 2 va lim y = 2 o
X =>4+ X =k =0

nén duwong thang y =2 1a tiém

cin ngang cua do6 thi (khi

X = +w vakhi x - —o0).
Vi lim y=-o va 2 Tigm cgn ngang

_‘___}{_2}+_ y=2 /"—

lim y=+ nén dudng thang 2| of x
x—=(=2)

Tiém cin ding

x = =2 latiém cin dimg cua do
thi (khi x — (-2)" va khi
x = (=2)7) (h.1.9). Huwh 19

X=-2

Vi du 2. Tim tiém cén ngang va tiém can ding cua do thi ham s6

Gidi
Ham s6 di cho c6 tip xdc dinh la yi
R\ {0}.

Tacd lim y= lim ——— y=1
R ] X =40 X

; 1 i

= lim Jl+—=1. q
: 2
=400 X

Do dé, dwdng thang y=1 Ia
tiém can ngang cua do thi (khi
X —» +o),

Hinh 1.10
31
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Y ) : i 1
Twongtr, lim y = lim ——— = —lim | + e -1.
X—p—el A= X X—p— X

Do d6, dudng thang y = —1 1a tiém can ngang cta dé thi (khi x — —»).

Vi lim y = +® vA lim y = -0 nén dudng thang v = 0 i tiém can ding
v—=0" =07

clia d6 thi (khi x — 0% vakhi x — 07) (h.1.10).

EI Tim tiém cén ngang va tiém céan ditng cta dé thi ham sé y =

2. Duong tiém can xién

32

Cho (%) 14 d6 thi ctia hAm s& y = f(x) va (d) la dudng thang
y=ax+bh (a#0).

Goi M va N 1i hai diém cta (¢) va (d) cé cing hodnh dé x (h.1.11). Néu d6
dai ctia doan thang MN din d&€n 0 khi x din dén + (hoac khi x din dén )
thi dudng thang (d) dwoc goi la duong tiém can xién ctia (¢).

Vi MN = |_f[x} - (ax + b}l nén ta cé dinh nghia sau :

DINH NGHIA 3

Dudng thang y = ax + b, a # 0, duge goi la dudng tiém can

xién (goi tit 13 tiém can xién) ctia d6 thi hAm s6 y = f(x) néu

lim [f(x) - (ax+ H)] =0,
X =+
hoac lim [f(x)- (ax+ b)]= 0.

X =p =0

(Xem hinh 1.11).
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y=fx} __ (@ ;g

/-\_______‘M %d} % ®
/

— [ x x 7 x 0 x
Puong thang vy = ax + b la tiém cdan DPuong thang v = ax + b la tiém cdn
xién cia dé thi (kii x = +m). xién cua do thi (khi x — —=),

) i)

Hinh .11

Vidu 3. D6 thi him s6
x% -1 3V3|

cé6 tiém cin xién (khi
X =>4+ vakhi x 5> —») la
dudng thang y = x vi

Iim [f(x)=x] =

f(x)=x+

X =p+00
= liim 2‘1- =) --
x—=p40 x© — ]
vi lim [f(x)-x]=0 |'|
A —r—oh 4
(h.1.12). Hinh 1.12

H2| Chimg minh rang duong thang y = 2x + 1 la tiém can xién ctia do thi ham sd

y=2x+1+

x=3
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CHU Y
Dé xdc dinh cdc hé s8 a, b trong phwong trinh clia dudng tiém can
xién, ta cé thé 4p dung cic coéng thire sau :

a= lim m : b= lim [f(x)- ax]
XY=+ X X = +w

hoac @ = lim Fx) ; b= lim [f(x)-ax]
== X e S

(Khi @ = 0 thi ta ¢6 tiém can ngang).

That vy, xét truong hgp v — 490, gia sir ham s6 f xdc dinh trén khoang
(@ ;+<) vi dudng thang y = av + b 13 tiém can xién clia dé thi hAm s6

y= f(x) (khi x - +e0). Khi d6, theo dinh nghia 3, ta c6

lim [f(x) —(ax + b)] = 0. (1)

X >4

Do dé i LD o
X —>+4wm X
tire 1a lim [m —a— E} =1
X =>4 X X
2 h
Vi lim — =0 nén
x=pen X
gt 19, 2)
x=>+u X
Tu(l)suyra
h= lim [f(x)- ax]. (3)
B

Dido lai, n€u @ va b thoa man (2) va (3) thi tir (3) suy ra (1). Do dé dudng
thang y = ax + b 14 tiém can xién cta d6 thi hAm s6 y = f(x) néu a # 0 va
la tiém cén ngang néu a = 0.

Truwong hop x — —o duge chitng minh turong tur.

Vi du 4. Tim tiém can xién cua do thi ham sé

3

X
(x) = —
! o= ]
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Giai. Ta cé

e i LD i et
X—4m X y =40y (x = 1)

X >t X =+ x o 4m y2 ]

3 ;
b= lim [f(x)—-x]= lim { ,; - 1‘] = lim T = 0.
-1

Theo chii ¥ vira néu, dudng thang y = x 1 tiém can xién ctia d6 thi ham s6
da cho (khi x — +x),

Taciing c6 a = lim f(x) =1, b= lim [f(x)-x]=0,

X =»=02 A A ==00

Do d6, dudng thang y = x ciling 1a tiém can xién clia d6 thi (khi x — —»).
Ta thiy lai két qua di nhéin dwoc trong vi du 3.
[H3] 7im tiem can xien ciia d6 thi ham s&

2x? = 3x -1
flx) = —

Cau hoi va bai tap

34. Tim cdc dudng tiém cin cla dé thi méi ham sé sau :

x—2 —2x-2
a) y = ; b) y = ———:
). 3x+2 ) X+3
= SR,
C]\,:_[-{-Z— 1 - d)}::&;
x—3 2x + 1
X+ 2 :
e)y=— : f) y=
_1'2—1 _1.'3+l

35. Tim cdc dudng tiém cin clia d6 thi méi ham sé sau :

L 3
a}_v=2'12|+.r—3; b}y='12—+2;
X x° = 2x
3 2
X +x+1 X+ x+1
¢)y=—F—:; d) y = — -
xe =1 —5x° =-2x+ 3
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36. Tim cdc dudng tiém cén ctia dé thi méi ham s6 sau

a) y = \f-\'z =1 b) y=2x+ «,/.1'2 -1 3
c) y=x+ 1’.\'2 + I d)y y= x> 4541,

Luyén tap

37. Tim cdc dudng tiém can clia dé thi mbi ham sé sau

| : b) y= \i.rg —4dx+3

_rz + x+ 1

,\'2 -1

C} y= ,\'2 + 4 . d} y =

38. a) Tim tiém can ding va tiém can xién cua dé thi (¢) cua him s6

,1'2 - 2x+ 2

y =
= x—3

” : : y i e . - N e 2 n
b) X4c dinh giao diém cua hai tiém can trén va vi€t cong thite chuyén hé toa

do trong phép tinh ti€n theo vecto ol.
¢) Viét phuong trinh clia dudng cong (¢) déi véi hé toa doé IXY.
Tirdé suy rarang I 13 tam déi ximg clia dudng cong (¢).
39. Cung cdc céu hoi nhir trong bai tip 38 d&i véi do thi cua cde ham sé sau :

2 — 2 o
a)_}-':'l + X 4; b)yz'l 8.1+19r
x+ 2 xXx—-5
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KHAO SAT SU BIEN THIEN VA VE
§ PO THI CUA MOT SG HAM PA THUC

1. Cac budce khao sat su bién thién va vé do thi cua ham sé

Trong hai bai §6 va §7 ta s€ sir dung nhitng diéu da trinh bay trong cdc bai
truée dé khao sit sut bién thién va v& dé thi ctia him s6. Ta s& chi dé cap dén
mot s6 ham s6 don gian. Khi khao st va v& do thi cia ham s6, ta ti€n hanh
cdc bude sau day :

1°. Tim tap xdc dinh cta ham so.

2°. Xét su bi€n thién cua ham s6

a) Tim gidi han tai vé cuc va gidi han vo cuc (néu c6) ciia ham s6.

Tim cdc dudng tiém cin ctia do thi (néu cd).

b) Lap bang bién thién ctia him s6, bao gém :

Tim dao ham cta ham s6, xét didu dao ham, xét chiéu bi€n thién vi tim cue tri
ctia ham s6 (néu c6), dién cdc két qua vao bang.

3°. V& dé thi cia ham sé

e V& cdc dudng tiém can cua do thi (n€u cd).

e X4c dinh mét s6 diém dac biét clia db thi, chang han tim giao diém cta d6
thi vé&i cic truc toa dé. (Trong trudng hop dé thi khéng cat céc truc toa dé hoac
viéc tim toa d6 giao diém phiic tap thi bo qua phan nay).

e Nhin xét vé d6 thi : Chi ra truc va tam d6i xiig cia dé thi (néu cé, khong
yéu cau chimg minh).

2. Hamso y=ax’ +bx* +ex+d (a#0)
Vi du 1. Khao sét sir bién thién va v& d6 thi (¢) cua him sé
] ;
y= —(x*-3x2-9x-5).
8
Gidi
1°. Him s6 ¢é tip xdc dinh 12 R.
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2°. Sir bién thién ctia ham sé
a) Giéi han cia ham sé tai vo cue

lim y=-o va lim y= +c0.
X == X = 4w

b) Bang bién thién

Tacd yi= %(3.\'2 -6x-9);

yi=0 £ ¥ =-2x-3=0& x=-1 hodc x = 3.
X —0 -1 3 +o0
y + 0 - 0 +
0
3 / \ / +o0
—o -4

Ham s6 déng bién trén mdi khoang (-0 ;—1) va (3 ;+=), nghich bién trén
khoang (-1 ; 3).

Ham s6 dat cure dai tai diém x=—1 ; gid tri cuc dai clia hAim s6 13 y(—1) = 0.
Ham s6 dat cue tiéu tai diém x=3 ; gid tri cue ti€u chia ham sé 1A
¥3) = -4.

3°. D6 thi (h.1.13)
Giao diém ctia dé thi véi true tung 13

diém [0 e g) .Tacé

y=0 o @+ (x-5=0
<> x =-1 hoicx=35.

Viy dé thi vd truc hoinh cé hai
diém chungla(—1;0) va(5;0).

Ngoii ra d6 thi con di qua mot diém

dic biét goi 1a diém uén clia né ma
ta s& dé cip sau day.

Hinh .13
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Piém uon ciia dé thi
Goi U 1a diém thuéc dé thi (¢) trong vi du | ¢é hoanh d6 13 nghiém cia

phirong trinh y" =0. Tacé y" = %(f!.\‘ =) 1" =0 x =1

Toa d6 ctia diém U 1a (1 ;-2).

C6 thé chimg minh duoge ring trén khodng (-0 ;1) dudng cong (¥) nam phia
dudi ti€p tuyén ctia (¢) tai U, con trén khoang (1; +90) dudng cong (¢) nam
phia trén ti€p tuyén dé. Neudi ta néi rang ti€p tuyén tai diém U xuyén qua
dudng cong. Diém U duwge goi 1a diém uén ciia dudng cong (¢).

Mot cach tong qudat, ta cé khdai niém diém uén nhie sau :

Di€m U(x,; f(xy)) duge goi la di€ém uén cua d6 thi hAm s6 y = f(x) néu
tén tai mét khoang (a; b) chita diém x; sao cho trén mét trong hai khoang
(a;xy) v (xg; b) ti€p tuyén clia d6 thi tai diém U nam phia trén dé thi con
trén khoang kia ti€p tuyén nam phia dudi dé thi (xem bai tap 30). Ngudi ta ndi

rang ti€p tuyén tai diém uén xuyén qua dé thi (xem hinh 1.13). Dé tim diém
uén cia do thi cé thé sir dung diéu khang dinh di dwoc chitng minh sau day.

Néu ham 56y = f(x) ¢6 dao ham cdp hai trén mét khodang chita diém x,
f"(xg) =0 va f"(x) doi diukhi x qua diem xy thi U(xy; f(xy)) la mot

diém uoén cua do thi ham sé y = f(x) .

Vi du. Tim diém uén ctia dé thi hAm sé f(x) = —%,1'3 +x% +3x+ % .

Giai. Tacd f'(x)= sy e Do ap 3, f'(x¥)=-2x+2 va f"(x) = 0 tai diém
xp = 1. Vi f"(x) déi ddu (tir dwvong sang 4m) khi x qua di€ém x; = 1 nén

U(l ;5) 1a di€ém uén ctia dé thi ham s6 da cho. O

Dé chitng minh duge rang :
D6 thi ciia ham s6 bdc ba f(x) = a +bx® +ex+ d (a #0) luén cé mot

diém uon va diém dé la tam déi xitng ciia doé thi.
Vi du 2. Khao st sur bién thién va v& do thi ciia ham sé
y= o T - (e
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Gidi
1°. Ham s6 c6 tap xdc dinh 1a R.

2°. Sur bién thién cua ham s6
a) Gidi han cua ham sé tai vo cuc

lim y=+400 vd lim y= —o0,

X—p—on’ X+
b) Bang bién thién
Taco ph= 3 +6x=4.

Vi y' <0 véimoi x € R nén him s6 nghich bién trén R. Ham s& khéng c6

cure tri.

—o0
3°. D6 thi (h.1.14)

e Diém uén

Dao ham cip hai cia ham s& la

y" = -6x+ 6.

y"=0 tai diém x=1 va y" déi g

dau tir duong sang am khi x qua

diém x = 1.

Vay U(1 ; 0) 12 diém uén ctia dé thi.

e Giao di€m ciia dé thi véi truc toa dé

Giao diém clia d6 thi véi truc tung 13 ; .
diém (0 ; 2). = o
Phuong trinh y = 0 hay

(x-— I)[,t;2 -2x+2)=0 c¢6 nghiém

x=1.

Do dé, dé thi cat truc hoanh tai diém

(1:0). Hinh I.14

Nhdén xét : D6 thi nhan diém uén U(1 ; 0) 1am tam déi ximg.
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3. Ham so6 trung phuong y = ax* + bx* + ¢ (a #0)

Vi du 3. Khao sit sir bién thién va vé& dé thi cia ham s6

Gidi

pi g et

1°. Ham s6 ¢ tip xdc dinh 12 R.

2°. Sir bién thién cua ham s6

a) Gidi han ctia ham sé tai v6 cuc

lim y=4w0 va lim y= 4w,
X =y X =3+

b) Bang bién thién

Tacéd

y = dx® —dx =4x(x* - 1) ;

y =0& x=0 hodc x=1 hodcx=-1.

Y

- 0 + 0 - 0 +

Ham s6 nghich bién trén mdi khoang | n f
(—0;—1) va (0;1), déng bién trén
méi khoang (—1:;0) va (1 ;+ ).

Ham s6 dat cuc dai tai diém x = 0, gia -] = b
tri cuc dai cua ham sé la w0) = -3, = £}
Ham s6 dat cwc ti€u tai cdc diém
v = =+1, gid tri cue ti€u ctia ham s6 13
(1) = -4.

_“‘

3°. D6 thi (h.1.15)
e Diém uén

Tach y"'= 1257 <,

I+

+m\ _4/ —3 \ . / +0o0

i ——

Hinh .15
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3 V3

y" =0 tai cic diém x, = T R =g Ay déi ddu khi x qua mdi

. . %
diem x; va x,.

I WA

Do dé U, [_T D= 33 _— 3%] 14 hai diém uén ciia dé thi.

e Giao diém cilia dé thi véi truc tung 1a diém (0; - 3).
Taco y=0< .1’:1\(3-.
Vay dé thi cat truc hoanh tai hai diém (~\E ; 0) va (\E : 0).

Nh¢n xét : Ham s6 da cho la ham s6 chan nén dé thi cia né nhan truc tung
lam truc déi xirng.

Vi du 4. Khao sat sir bién thién va v& dé thi ctia him sé
y= = = Pt g,

Giai

1°. Ham s6 c6 tip xdc dinh 1a K.

2°. Surr bi€n thién cua ham s6

a) Giéi han etna ham sé tai vo cuc

lim y=-w vd lim y= -0,
X—F— X —rtod

b) Bang bién thién
Ta co y' = ~4x® - 4x = —4:1'(.1'2 +1);

y=0x=0.

\ —oh 0 =00
y' + 0 =
3
y / \
—o0 —a0
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Ham s6 dong bién trén khoang (- ; 0) va
nghich bi€n trén khoang (0 ; +=).

Ham s6 dat cuc dai tai diém x = 0 ; gid
tri cue dai cua hamsé1a y(0) = 3.

3°. D6 thi (h.1.16)

Giao diém cta dé thi véi true tung 13 diém

(0:3).Tacd

y =0 x =21 1 x
Vay dé thi cat truc hoinh tai hai diém i
(=1:0) va(l ;0).
Nhdn xét : Him s6 da cho 14 ham s6 chan 2]
nén do thi cua né nhan truc tung lam truc
déi ximg.
CHU ¥ Hinh 1.16
Goi (¢) 1a d6 thi chia hams6 y = ax* + by’ + ¢ (@ # 0).
Nguoi ta chimg minh duge raing
1) Néu phuong trinh
f'(x)=0 (1)

c6 hai nghiém phén biét x = +x; (x5 > 0) thi d6 thi (¢) c6 hai
diém uén U (x5 f(xg)) va Uy(=xg; f(=xy)) dbi ximg véi nhau
qua true tung.

2) Néu phrong trinh (1) ¢ mot nghiém kép hoac vo nghiém thi do
thi (¢) khong c6 diém uén.

(Dé thay rang dé thi ham s6 trong vi du 4 khéng ¢6 diém uén).

~ Pm - - om ~
Cau hoi va bai tap
40. a) Khao sét sir bién thién va v& dé thi ctia ham sé

y= x° 4+ 3x% - 4.

b) Viét phirong trinh ti€p tuyén ciia dé thi tai diém uén.

¢) Chimg minh rang di€ém uén 14 tam déi ximg cia dé thi.
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41. a) Khao sit sir bién thién va vé& d6 thi ctia ham sé
P e e Bt =
b) Tuy theo cdc gid tri cia m, hiy bién luan s6 nghiém cua phuong trinh

43 —1=m
42. Khao sat sur bién thién va vé& dé thi ctia cdc ham s6 sau :

< lx B . 9. oy B el
a) y = E'T X 3x 3 b) y =x 3x+1;
c) }-'=—§..\'5+:f2—2.1‘—%; d) ,\=:.1'3—3.r2+3..\'+l_

43. a) Khao sit sir bién thién va vé dé thi cia ham sé
y = T I |
b) Tuy theo cie gia tri cua m, hiy bién luan sé nghiém cua phuong trinh

2+t -2=m
c¢) Vi€t phuong trinh ti€p tuyén tai cdc diém uén ciia dé thi & ciu a).

44. Khao sit sir bién thién va vé dé thi ctia cdc him s6 sau :

a) y = e - b) y = gt

Luyén tap

45. a) Khao sét sir bién thién va vé dé thi cia ham s6
s P e
b) Tuy theo cdc gid tri cua m, hiay bién luin s6 nghiém cta phuong trinh

P32 em+2=0.
46. Cho ham sé

y=(x+ lJul:Jr2 + 2mx +m + 2).

a) Tim cdc gi tri cia m dé d6 thi cha him s6 di cho cat truc hoanh tai ba
diém phén biét.

b) Khao sét sir bién thién va vé& d6 thi cia ham sé véi m = —1.
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47. Cho ham s6
y= Xt — G Dx* +m.
a) Khao sit subién thién va v& dé thi cia ham sé véi m = 2.
b) Chitng minh ring d6 thi ctia him s6 di cho luén di qua hai di€ém c& dinh
véi moi gia tri cua m.
48. Cho ham s6

¥ 2ma? 1 2m.

y =
# . - L * 5 af - = .

a) Tim cdc gia tri cua m sao cho ham s6 c6 ba diém cuc fri.

1

2

b) Khao sét sir bién thién va v€ do thi cua ham sé véi m = — . Viét phuong

trinh ti€p tuyén clia do thi tai hai diém uén.

KHAO SAT SU BIEN THIEN VA VE
PO THI CUA MOT SO HAM PHAN THUC
Q HOU TI

ax + b
cx +d

1. Hamso y = (¢ # 0 va ad — bc # 0)

Vi du 1. Khao sit sir bién thién va v& do thi cia ham sé
2x -1
s ]

_'q_} —
Giai
1°. HAm s6 c6 tap xdc dinh 12 R\ {1}.
2°. Sir bién thién cua ham sé
a) Giéi han vo cure, gidi han tai vo cure va cdce dudng tiém cin

PR " . " " 2 o =
Tacd lim y =—-o va lim y = 4+, Do dé, duong thang x = 1 la tiém cén
r=l" x=lF

ditng ctia d6 thi him s6 di cho (khi x — 17 vakhi x — 17).
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- . . o n 2 = - - & » ¥
Vi lim y= lim y =2 nén duong thang y = 2 1a tiém cin ngang cua do
X=r+w X=p—

thi ham s6 di cho (khi x — +o va khi x — -»).
b) Bang bién thién

=]
-1y

i

Taco y <0 véimoi x # 1.

x| - 1 4o

2
Y \ k B \‘ 2
—

Ham s6 nghich bién trén méi khodng (-0 ; 1) va (1;+ ).

—_— h g
3°. D6 thi (h.1.17)
D6 thi cat truc tung tai diém (0 ; 1) va cat
; AT i
truc hoanh tai diém | = ; 0 |-
2 ;. | -
R § O 8

Nhdn xét ;: D6 thi nhin giao diém I(1 ; 2) 2 1 : : ;

1

I
cua hai dudng tiém can lam tam déi ximg. \\\ i | E
fEg a4
H1| Khao sat su bién thién va vé dé thi ham o] 1 5 2 3 x
- 7,4 1
6 y=——
> X+ 2
ax’ + bx +c
2. Himso y = , — (az 0,a'#0)
a'x+b Hinh 1.17
, A s 675 ; X% 4+ 2x 42
Vi du 2. Khao sét sir bién thién va vé d6 thi cuna him sé y = —al
X

Gidi

1°. Him s6 c6 tap xdc dinh 1 R \ {-1}.

2°. Sir bién thién cua ham s&

a) Gidi han tai v6 cure, gidi han vé cue va cic duong tiém céin
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Ta vi€t ham s6 da cho duéi dang

y=x+1+ :
x+1
Tacéd lim y= -0 vd lim y = +oo,
X=p=cl X =40
Vi lim y=-o vd lim y =+ nén dudng thang x = —1 1a tiém
x=r{(=1)" r=(=1*

cin ding cua d6 thi ham s6 da cho (khi x — (=1)" vakhi x — i

Vi lim [v —(x+ 1)] = lim

X—r+en x—4m X +
nén dudng thang y = x + 1 1a tiém cin xién cua d6 thi ham s6 di cho (khi

> =0, _‘.'_iﬂ’m[y_ (x+1)]=0

X = 4 vakhi x - —=m),
b) Bang bién thién
X% +2x _

y' =0 x2+2x=0 < x =0 hodc x = -2.

Taeh : y' =

X =0 -7 400

=1
y' ¥ 0 - - 0
-2 B +00
—an —oD 2

Ham sé doéng bién trén moi khoang

b |
(=0 ;-2) va (0;+e), nghich bién
trén moi khoang (-2 ;-1) va (=1 0). 1
Ham s6 dat cuc dai tai diém x = -2

2

véi gia tri cue dai y(-2) = -2 va dat
cure ti€u tai diém x = 0 véi gid tri cue
ti€u y(0) = 2.,

3. D6 thi (h.1.18)

Dé thi cat truc tung tai diém (0 ; 2).

Nhdn xét : D6 thi nhin giao diém
I(—1;0) cua hai dudng tiém cin lam

tim déi ximg. Hinh 1.18
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Vi du 3. Khao sat s bién thién va v& do thi cia ham sé

o e
= 3 =2

Gidi. Cé thé viét him s6 di cho dudi dang
3

Y= X e

X= 2
1°. Ham s6 ¢6 tip xdc dinh 1a R \ {2} .
2°. Sir bién thién ctia ham sé
a) Gidi han tai v6 cure, gidi han vo cure va cdc durdng tiém cin

Taco

lim y=-00 vd lim y= 400 :

X=-w Xyt
lim y =4 va lim y = —o,
r=2 r—2"

Do dé, dudng thang x = 2 13 tiém cin ditng ctia dé thi him s6 di cho (khi
=39 Vikhi x—= 2"

Viy—x= %32 — 0 khi x — +9 va khi x — —o nén dudng thang y = x
la tiém cén J;iéll cta d6 thi ham sé da cho (khi x — +o vakhi x —» —=).

b) Bang bién thién

Vi y'=1+ >0 véi moi x # 2 nén him s6 déng bi€n trén mobi

(x — 2)°
khoang (- ; 2) va (2 ;+ o).

v —on 2 +o0

y' + +

y +0 +90
-0 / —a0 /
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3°. D6 thi (h.1.19)

e Giao diém ctia dé thi véi truc

tung la di€m (0 : %J .Tacé

y=0e x*-2x-3=0

<> x==1 hoac x=3,

Viay dé thi cat truc hoanh tai
hai diém (=1:0) va(3; 0).

Nh¢n xét : D6 thi him s6 nhin
giao diém I(2 ; 2) cua hai ditng

tiém can lam tim déi ximg. T

H2| Khao séat su bién thién va

—.1‘2 - 2x

vé d6 thi ham sé y = Hinh 1.19
F]
~ Tm - - om ~
Cau hoi va bai tap
49. a) Khao sit sir bi€n thién va vé& dé thi ctia ham sé
T a 2
- 2xv + 1]

b) Chimg minh rang giao diém I clia hai dudng tiém cin cia dé thi la tam déi
ximg ctia dé thi.
50. Khao sit sir bién thién va vé dé thi clia cdc ham sé sau :
x+1 2x+1

L e NI~ =

51. a) Khao sit sir bi€n thién va vé dé thi ctia ham s6

B 2x% +5x + 4 .
B x+2

y

b) Chimg minh rang giao diém I clia hai dudng tiém can ctia d6 thi 13 tam déi
xiing cua dé thi.
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¢) Tuy theo cdc gid tri ena m, hiy bién luin s6 nghiém ctia phirong trinh

2% +5x+ 4

+m=0,
X+2

52. Khao sét sir bién thién va vé dé thi ctia cde ham sé sau :

&) e xZ - 3x+6 ; By e 2x2 - x +1 :
xr—1 | — x
c) v—zi.2+3l_3' d) y=-x+2+ :
: X+ 2 ’ ) ' Jrﬁll

Luyén tap
x+1
=2

b) Viét phuong trinh ti€p tuyén ctia d6 thi ham s& da cho tai giao diém A cia
d6 thi véi truc tung.

53. a) Khao sdt sir bién thién va v& d6 thi cia hamsé v =

¢) Viét phirong trinh ti€p tuyén clia dé thi him sé& di cho, biét rang tiép tuyén
dé song song véi ti€p tuyén tai di€ém A.

. - o = s o~ & - > » - ].
54. a) Khdo sét sir bi€n thién vi v& d6 thi (H) ciahimsé y=1 - =
T, " e . oo |
b) Tir d6 thi (H) suy ra cich v& dé thi clia haimsé y = -1 + =
7 » "t *a LR ¥y R, s ar 2
55. a) Khao sdt sir bi€n thién va v& dé thi ciia hAmsé y = x — e

b) Viét phwrong trinh tiép tuyén ctia d6 thi ham sé di cho biét ring ti€p tuyén
dé di qua diém (3 ; 3).
2

56. a) Khao st sir bién thién va vé doé thi ('¢) cia hamsé y = T

.1.‘2
!,\' +- ]| .

b) Tir d6 thi (¢) suy ra cdch v& dé thi cia ham s& y =
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MOT SO BAI TOAN THUONG GAP
VE PO THI

1. Giao di¢m cia hai dé thi
Cdc dé thi cla hai ham s6 y= f(x) vd y= g(x) cat nhau tai di€ém
M(xy 5 yo) khi va chi khi yy = f(xg) va yp = g(xg) ., tiie 1a (xg 5 yp) 1a mot
nghiém ctia hé phuong trinh

{ y = f(x)

y = g(x).

Nhur viy hoinh do giao diém ctia hai dé thi trén 13 nghiém cta phwong trinh
f(x) = g(x).

S6 nghiém ctia phuong trinh trén bang s6 giao diém cna hai dé thi.

Vi du 1. V&i cdc gid tri ndo clia m, dudng thang y = m cat dudng cong

y=x* = 2x% - 3 tai b6n diém phan biét ?

Giai

Hoanh dé giao diém cta dudng thang va dudng cong di cho la nghiém cla

phirong trinh V=23 - 3=m, e 12

=2 —m =3 =0, (1)

2

Pat X =x°, X =0, taduge

X2 X =m=%= 10, (2)

DPudng thang cat dudng cong di cho tai bén diém phan biét khi va chi khi
phuong trinh (1) ¢6 bén nghiém phéin biét. Diéu nay xay ra khi va chi khi
phirong trinh (2) ¢6 hai nghiém duwong X;, X, phan biét, tic la

A'>0 m+4>0
XX, >0 S s-m-3>0& 4<m<-3.
X+X,>0 2>0 a
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52

Nhen xét

C6 thé giai bai todn trén bang dé thi nhur sau :

D6 thi ctia haim s6 y = x* — 2x% = 3 diroe cho trong hinh 1.15.

D6 thi ctia haim s6 y = m 13 mot dudng thang song song hoac tring véi truc
hoanh. Dira vao dé thi clia hai him s6 da cho, ta thiy ngay rang dudng thang va
dudng cong di cho cat nhau tai bén di€ém phan biét khi va chi khi -4 < m <=3,

I_I-j__‘ll Chimg minh rang vai moi gia tri cGa m, duong thang v = x — m cat dudng cong

B —
y= Lf‘ tai hai diém phan biét

A=

Su ti€p xiic cua hai duong cong

DINH NGHIA
Gia sir hai ham s6 f va g ¢6 dao ham tai di€ém x;. Ta néi rang hai
dudng cong y = f(x) vd y = g(x) tiép xiic véi nhau tai diém
M(xy ; yp) néu M 1a moét diém chung cia ching va hai dudng
cong c6 ti€p tuyén chung tai diém M. Diém M dwge goi 1A
tiép diém ciia hai dudng cong di cho.
Hién nhién cdc dé thi cta hai i
ham s& da cho tiép xiic véi
nhau tai diém M(x, ; yp)

(h.1.20) khi va chi khi 2

Yo = fxg), ¥o = 8(xg) / |
va f'(xg) = g'(xp). " 0 X x
Tir dé dé dang suy ra rang Hinh 1.20

Hai dudng cong y = f(x) va y= g(x) ti€p xiic véi nhau khi va
chi khi hé phwong trinh
{f (x) = g(x)
fiix)y=g'(x)

c6 nghiém va nghiém cua hé phuong trinh trén 1a hoanh dé tiép
diém ctia hai dudng cong dé.
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Vi du 2. Chitng minh rang hai dudng cong

5
y = X +E.r— 2vay= X

ti€p xtic véi nhau tai mét diém nao dé.

X4c dinh ti€p di€ém va viét phirong trinh ti€p tuyén chung ciia hai dudng cong
di cho tai diém dé.

Giai

Hoanh do6 tiép diém ctia hai dudng cong di cho Ia nghiém ctia hé phwong trinh

Pade? ix =3 = e
4
(I) s :
[.r" = 2] =t +x-2).
Tacod
% - g
X X+ i 0 1
(I < . & = —
2 2 2
3+ 7 =2x+ 1

= 1 e o - o 1 = I 5
Vay hai dwdng cong di cho ti€p xiic véi nhau tai diém M[E : _I]
Hé s6 gbc cha ti€p tuyén chung tai diém M ctia hai dudng cong di cho 14

_v'(w;ﬂj = 2. Phuong trinh ti€p tuyén chung clia hai dudng cong tai di€ém M la

5 g
j—~, hay y = 2x T

|
_v—Z[.m ~51-7

2

EI Chimg minh rdng duong cong y = ¥> — x tiép xuc véi parabol Vo= 21 tai
mét diém nao do.
Xac dinh tiép diém va viét phuong trinh tiép tuyén chung cla hai duong cong tai

diém do.
Vi du 3. Chitg minh rang dudng thang y = px + ¢ 12 ti€p tuyén clia parabol
y = ax® + bx + ¢ khi va chi khi phurong trinh
ax® +bx +c¢ = X+ q
53

timdapan.com



54

hay

ax’ + b-px+c—-qg=0 (3)
c6 nghiém kép, tire la

A=(b-p)?-4da(c-q)=0.

Clueng minh
Ta dd biét : Duong thang va parabol di cho ti€p xtc véi nhau khi va chi khi hé
phuong trinh

{ ax’ + bx + ¢ = px+q

(m'z +bhx+co)=(px+q)

ax’ + (b=px+c-qg=0
2ax + b= p (4)

c6 nghiém.

Néu dudng thang ti€p xic véi parabol thi hé phwong trinh trén ¢6 nghiém. Gia
str x = xy la nghiém ciia hé phrong trinh trén. Khi d6, vi @ # Onén tir (4) ta

- b
cbd xy = PT Thay vao (3), ta duge
(pr—h)z (p—nh)
——+bhb-p)——+c-q=0.
a 2 (b — p) e c—q

Tirdé suy ra
(h — p}2 —da(c-q)=0.
Viy phuong trinh (3) ¢6 nghiém kép.

p-b

Diéo lai, néu phwrong trinh (3) cé nghiém kép x, thi x, = . Hién nhién

x = xp cling 12 nghiém cua phuong trinh (4). Vay hé phuong trinh trén c6

nghiém. Do dé dudng thang 1 ti€p tuyén ctia parabol.
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CHUY
C6 thé 4p dung diéu khang dinh trong vi du 3 dé€ xét s ti€p xiic cua
dudng thang va parabol,
Vi du 4. Viét phrong trinh ctiia duong thang di qua diém A(1 ; —2) va ti€p xiic
v&i parabol y = = 2%
Gidi
Phuong trinh ctia dudng thang di qua di€m A(1 ; —2) va c6 hé s6 gée m la
y=m(x-1)-2.

Hoanh d6 giao diém ctia dwong thang va parabol di cho 1a nghiém cta
phurong trinh X =2%=mix~1)- 2, tirc 14
¥ - m+2Dx+m+2=0. (5)

Dudng thang ti€p xiic véi parabol khi va chi khi phrrong trinh (5) ¢é nghiém
kép, tire la

A=m+2*-4m+2)=0
S (m+2)(m-2)=0< m=2 hodcm=-2.

Véay ¢6 hai ti€p tuyén cta parabol di cho di qua diém A. D6 13 hai
dudng thang

y=2x-1)-2 hay y=2x-4
va y=-2(x-1)-2 hay y=-2x.

Cau hoi va bai tap
57. a) Khao sét sur bién thién va v& dé thi (¢) ctia ham s6
fx)=2x> +3x2 + 1.

b) Tim c4c giao di€ém ctia dudng cong (¢') va parabol

(P)y: glx)= Ixt +1.

55
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¢) Viét phirong trinh cdc ti€p tuyén clia (¥) va (P) tai mbi giao diém clia ching.

d) X4c dinh cdc khoang trén dé (%) nam phia trén hoac phia duéi (9).

58. a) Khao sét sir bién thién va vé& dé thi ctia ham s6

2x -1
x+1

b) V&i cdc gid tri ndo ctia m, dudng thang d,, di qua diém A(-2 ; 2) va c6 hé
s6 gée m cat dé thi ctia ham s6 di cho
e Tai hai diém phan biét ?

e Tai hai diém thuéc hai nhdnh clia dé thi ?

59. Chirng minh rang cac d6 thi ciia ba him s6

60. Ching minh rang cdc dé thi ciia hai hAm s6 f(x) = ;+,—Jf va g(x) =

f(x)= ~x% +3x+6, g(x) = P +rdawva h(x) = 2+ 7x+8
ti€p xic v&i nhau tai diém A(=1 ; 2) (tire 13 ching c6 cung ti€p tuyén tai A).

2 3 3x

2 2 x+2
ti€p xtic véi nhau. Xdc dinh ti€p di€ém ctia hai dudng cong trén va viét phurong
trinh ti€p tuyén chung ctia chiing tai diém dé.

61. Mot vién dan duge ban ra

56

véi vAn toc ban dau
vg > 0 tir m6t nong sing

Yi
dit & gbc toa do O,
nghiéng moét goc a vai
mat dit (ndng sing nam
tr?ng mat ‘ph:;'tng ’Thz'mg = %)
dimg Oxy va tao véi truc 5 =
hoanh Ox géc «) (h.1.21).
Biét quy dao chuyén déng Hinh .21
cua vién dan la parabol.
{8 B y= —‘—2 (1 + tan’ -::«”:Il.r2 + xana
2v
]

(g la gia toc trong trudng).
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Chitng minh rang véi moi @ € [0 ;%), (7,) luén ti€p xic véi parabol (I')

¢ phirong trinh la

2
- '.!
£ 2+ 0

y=- X :
21*5 2g

va tim toa dé ti€p diém ((I) duoc goi la parabol an toan).

Luyén tap

62. a) Khao sdt sir bién thién va vé d6 thi cia ham sé

x=1
x+1

y:

b) Chitng minh rang giao diém I clia hai dudng tiém cén ctia dudng cong di
cho 1a tim déi ximg cta no.

63. a) Khao sat sur bién thién va v& dé thi (H) clia ham s6

B x+2
Y= 2x +1

b) Chimg minh rang dudng thﬁ‘ing y=mx +m -1 luén di qua mét diém c6
dinh clia dudng cong () khi m bién thién.

c¢) Tim cdc gid tri ctia m sao cho dwdng thang di cho cat dudng cong (H) tai

hai diém thudc ciing mét nhanh cia (H).

2
" — bx
64. Cho hams6 y = %-

a) Tim @ va b biét rang d6 thi (¥¢) cia ham s6 da cho di qua diém A[—l ; EJ
va tiép tuyén cia (¢) tai diém O(0 ; 0) ¢é hé s6 gée bang —3.

b) Khao sét sir bi€n thién va v& dé thi cia him s6 v&i cdc gid tri clia @ va b
da tim dwoce.

37
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65. a) Khao sat sir bién thién va vé& dé thi eiia ham s6

B V2 x|

y x—1

b) V&i cdc gid tri ndo clia m dudng thang y = m — x cat dé thi ctia him s6
da cho tai hai diém phén biét ?

¢) Goi A va B Ia hai giao diém dé. Tim tap hop céc trung diém M ctia doan
thang AB khi m bién thién.

66. Tim cdc hé s6 a va b sao cho parabol y = 2x° +ax+ b ti€p xtc véi hypebol

y = L tai diém M[l : 2).
. X 2

67. Mot tap chi duoc ban véi gia 20 nghin déng mét cudén. Chi phi cho xuat ban

58

xcuén tap chi (bao goém : lwong cdn bd, céng nhan vién, gidy in, ...) duoc

cho boi

C(x) = 0,0001x* — 0,2x + 10000,

((x) duge tinh theo don vi 1a van déng. Chi phi phat hianh cho méi cuén la
4 nghin déng.

1°. a) Tinh téng chi phi T(x) (xuit ban va phat hanh) cho x cuén tap chi.

b) Tis6 M(x)= ) duge goi la chi phi trung binh cho mét cuén tap chi khi
X

xuét ban x cuén. Tinh M(x) theo x va tim sé luong tap chi can xuét ban sao
cho chi phi trung binh la thip nhat.

2°. Cic khoan thu bao géom tién bédn tap chi va 90 triéu déng nhin dwoc tir
quang cdo va sif trg gitip cho bdo chi. Gia sir sé cuén in ra déu dwoe ban hét.

a) Chitng minh rang s6 tién ldi khi inx cuén tap chi la
L(x) = - 0,0001x* + 1,8x — 1000.

b) Héi in bao nhiéu cuén thi cé 1ai ?

¢) In bao nhiéu cudn thi 1di nhiéu nhit ? Tinh s6 tién 1di dé.
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/ TINH LOI, LOM VA BIEM UON CUA BUGNG CONG

By

cmlglﬁmﬂ?

D
Y

Hinh 122

Buong cong (¢) frén hinh 1. 22 gém ba cung AB : BC va CD .Ta thay ti€p tuyén

clia dudng cong tai méi diém M clia cung AB déu ndm phia trén clia cung ; ngudi ta
goi AB 1a mét cung 16i. Trai lai, ti€p tuyén tai moi diém clia cung :é? nam phia dudi
cla cung ; é? dudc goi la mét cung 16m. Biém B la didm phan chia hai cung 16i va
cung I6m clia dudng cong ; ngudi ta goi né 1a moét diém uén clia dudng cong ().
Tuong t, C cling la moét diém uén vi né phan chia cung l6m BC va cung 16i CD.
Ta ciing thay tiép tuyén clia dudng cong tai diém uén xuyén qua dudng cong.

Sau day ta sé gidi thiéu cac khai niém da néu mét cach chinh xac.

1. Tinh 13i, 16m cta da thi

Dinh nghia. Gia sir ham sé f c6 dao ham trén khoang /. Ta néi rang
a) D& thi (¢) clla ham s& y = flx) 16i trén khoang I néu tiép tuyén clia (¢) tai moi
diém clia né déu ndm phia trén dé thi.
b) D6 thi (¢') clia ham s6 y = flx) |6m trén khoang I néu ti€p tuyén clia (¢) tai moi
diém clia né déu ndm phia dudi dé thi.
Ta thira nhan dinh Ii sau day.
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Dinh Ii. Gia sirham s6 f c6 dao ham cép hai trén khoang /. Khi d6

a)Néu f"(x)<0 véimoi x €[ thido thi (*) cha ham sé y = fix) 16i trén 1.
b) Néu f"(x) >0 véimoi x €[ thi d6 thi (*) clia ham sé y = fix) |6m trén [.
Vi du 1. Xét tinh 18i, 16m ciia hai parabol fix) = x* va g(x) = -x°.

Gidi. Tacd f'(x)=2xva f"(x)=2.

Vi f"(x) >0 véimoi x & Rnén parabol fix)=x16m trén R.

Trai lai, vi g"(x)=-2<0 véi moi x € R nén parabol g(x) = - lgitrén R

C6 thé thay ngay diéu khéing dinh trén tir dinh nghia. Tigp tuyén clia parabol fix) = +*
tai méi diém cla né déu ndm phia duéi dé thi va €p tuyén chia parabol g(x) = - +*
tai moi diém clia nd déu nam phia trén da thi.

Cha y. Biéu kién néu trong dinh Ii trén chi la diéu kién dG chirkhéng phai la diéu kién
can clia tinh 16i, 16m clia d6 thi. Chdng han, dudng cong flx) = x1a1em tréen B vi
ti€p tuyén clia dudng cong tai méi diém cla né déu nam phia dudi dudng cong. Tuy

nhién, tacd f"(x)= 12x% > 0 véi moi xelR va f"(x)=0 taix=0.
2. Piém uén cia dé thi

Dinh nghia. Gia sir ham s6 f ¢6 dao ham trén khoang (a ; b) chira diém xp. Néu do

thi (¢) clia ham s6 y = f(x) 18i trén mat trong hai khodng (a ; xg), (xy : b) va 16m trén

khoang con lai thi U(xg ; f(xy)) dude goi la diém uén ctia dé thj (¢) (h.1. 23).
A ¥ 4 ¥

"B e
dicm udm

diém uon !
]
i

P |

|
|
1] X o 0 K b

O —

[ P

&

Hinh 1.23
N6i mét cach khac, diém uén clia dé thi |a diém phan chia hai phan 16i va 16m clia
do thi.
Tiép tuyén clia dé thi tai diém uén luén xuyén qua dé thi.
Tir dinh Ii v& tinh 181, 16m clia @8 thi, dé dang suy ra
Dinh Ii. Gia sir ham s6 f cé6 dao ham cép hai trén khoang I chira diém x,. Néu
f"(xg)=0 va f"(x) d6i déu khi x qua diém x, thi U(xy ; f(xp)) 1a mét diém udn

clia d6 thi ham sé6 y = flx).
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Vi du 2. Tim cac khoang 16i, 16m va diém uén cla d6 thi ham s&

1 3 7 4
= —=x" + X +3x+=—,
) Tl s

Gidi Tacd y'=—-x>+2v+3 va y"=-2x+2.

Bang xét dau clia y":

Pt

-

=
|

e
n

Vi y" >0 trén khodng (—<0; 1) nén dé thi (¥) clla ham s6 |6m trén khodng (—<; 1).
Vi y" <0 trénkhoadng (1:+ =) nén dé thi (¢) 13i trén khoang (1:+ ).

U(1 ;3)1a diém uén cha dé thi (‘¢).

Cau hai va bai tap on tap chuong |

68. Chirng minh céc bét dang thic sau :

4 a ]!
a) tanx > x, véimoi x € | 0; =)

3
> )
b) tanx > x + T vl mol x € [D : T] ;

Hudng dan. a) Chimg minh rang ham sé f(x) = tanx — x déng bién trén nira
) n
khoang | 0;—|.
2
69. Xét chiéu bién thién va tim cue tri (néu ¢d) elia cac him s6 sau :

a) y = 1/3,1' +1; b) y= 1,4.1‘ i :
c']ly:.r+\.f‘.—1.7: d)_\f:.1'—'\}r:1-'.

70. Neuwdi ta dinh lam mét cai hép hinh tru bang tén c6 thé tich V cho truée. Tim
ban kinh ddy r va chiéu cao /& cta hinh tru sao cho tén it nguyén liéu nhat.
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71. Chu vi cia mét tam gidc 1a 16em, dé dai mot canh tam gidce 14 6em. Tim d6
dai hai canh con lai cia tam gide sao cho tam gide ¢6 dién tich 16n nhat,

Hiéng din. C6 thé dp dung céng thitc Hé-réng (Héron) dé tinh dién tich
tam gidc :

Néu tam gide ABC ¢4 d6 dai cdc canh 1a a, b, ¢ thi dién tich cua né 1a

N= Jp[p —a)(p—h)(p - ¢), planrachu vi tam gidc.

72. Cho ham s6

o d B el AE
flx) = 3.1 2x° + 3

a) Khao sit sir bién thién va v& dé thi ctia ham s6 di cho.
b) Ching minh rang phuong trinh f(x) = 0 ¢6 ba nghiém phan biét,
73. Cho ham sé
filx)= R i px +4q.
a) Tim diéu kién d&i véi p va ¢ dé him s6f 6 mot cue dai va mét cure tiéu.
b) Chimg minh rang néu gi4 tri cue dai va gid tri cue tiéu trdi ddu thi phurong trinh
X+ pr+g=0 (1)
c6 ba nghiém phan biét.

¢) Chimg minh ring diéu kién cin va di dé phuong trinh (1) ¢é ba nghiém
phéan biét la

4;}3 + 2?{32 < 0.
74. Cho ham s6
fx)= x> -3x+1.
a) Khao sit sirbién thién va vé& dé thi clia ham sé.
b) Viét phurong trinh ti€p tuyén cia dé thi tai diém uén U cia né.
¢) Goi (d

) 12 dudng thing di qua diém U va c6 hé s6 gbe m. Tim céc gid tri

ctia m sao cho dwdng thang (d,,) cat d6 thi ciia ham s6 di cho tai ba diém
phin biét.

75. Cho him sé

x 4

y = — (m + 1).!:2 + m.
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a) Khao sit sir bién thién va vé dé thi ctia him s6 véi m = 2.

b) Tim céc gid tri cia m sao cho dé thi clia him s& cat truc hoanh tai bén
diém, tao thanh ba doan thang cé dé dai bang nhau.

76. Cho hamsé f(x) = 2 =N
a) Khao sit sir bi€n thién va vé& dé thi ctia him s& di cho.
b) Tir d6 thi cia hAm sé y = f(x) suy ra cich vé do thi cia ham s6 y = |f(.r}|,

77. Cho ham sé

x—4m
2(mx —=1)

y:

6 dé thila (H ).
a) Khao sat sirbién thién va v& dé thi clia ham s& véi m = 1.

2 » & wu " ] - -\. i & ' =
b) Chimg minh rang véi moi m # iE’ cdc dudng cong (#,,) déu di qua hai
diém c8 dinh A va B.
¢) Chitng minh rang tich cic hé s6 géc clia cic ti€p tuyén véi (H, ) tai hai

. % ~ k= 5 ] - . -
diem A va B 1a mét hang s6 khi m bi€n thién.

78. a) V& db thi () ctia ham s& y = X —x+1 va dé thi (H) cia ham s6

|
x+1

V=

b) Tim giao di€ém ctia hai duong cong (P) va (). Ching minh rang hai

durdng cong dé c6 tiép tuyén chung tai giao diém cna ching.
¢) Xdc dinh cdc khodng trén d6 (9) nam phia trén hoic phia dudi (H).
79. Cho ham sé
y=fx)=x+ %

a) Khao sat su bi€n thién va v& dé thi (¢) cla ham sé.
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80.

81.

b) Tiép tuyén cia dudng cong (¢') tai difm M (x; : f(x,)) cat tiém can dimg
v tiém cAn xién tai hai difm A va B. Chimg minh rang M 1a trung diém cua

doan thang AB vi tam gidc OAB c6 dién tich khéng phu thudc vio vi tri ctia

diém M trén dudng cong (¢).

Bai tap frac nghiém khach guan

Trong méi bai tdp didi day, hay chon mét phiong dn trong cde phicong dn da
cho dé dwoc khéing dinh diing.

(A) Déng bién trén khoang (-2 ; 3) :

(B) Nghich bién trén khoang (-2 ; 3) ;

(C) Nghich bién trén khoang (-« ; -2) ;

(D) Déng bién trén khoang (-2 ; +=).

Hams6 f(x) = 6x° —15x7 +10x° — 22

(A) Nghich bién trén R ;

(B) Déng bién trén khoang (= ;0) va nghich bién trén khoang (0 :+) ;
(C) Déng biéntrén R ;

(D) Nghich bién trén khoang (0 ; 1).

. Him s6 y = sinx — x

(A) Déng bién trén R ;

(B) Pong bién trén khoang (— ; 0) ;

(C) Nghich bién trén khoang (—=0 ; 0) va déng bién trén khoang (0 ; +0) ;
(D) Nghich bién trén R,

. Hims6 f(x) = x> =332 = Ox + 11

(A) Nhan diém x = —1 1am diém cue tiéu ;
(B) Nhan diém x = 3 lam diém cre dai ;
(C) Nhan diém x = 1 1dm diém cuc dai ;

(D) Nhan diém x = 3 lam diém cure tiéu.
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84. Himsé y = x* —4x* - 5
(A) Nhan diém x = 3 lam diém cuc tiéu ;
(B) Nhan diém x = 0 lam diém cuc dai ;
(C) Nhan di€ém x = 3 lam diém cue dai ;

(D) Nhén diém x = 0 1am di€ém cue tiéu.

-3 1

1l

85. S6 di€m cure tri clia ham s& y

(A) O; B 13 (© 33 @) 2
i S
86. S6 di€m cure tri clia hAm s6 y = # a
(A) O; By 2; Q) 1; (D) 3.

87. Haim s6 fc6 dao him 1 F'(x) = x2(x + )*(2x - 1).

S& di€m cure tri ctia ham s6 1a

(A) 1: @) 2; © a9; @ 3
88. Hims6 y= x —sin2x + 3

(A) Nhan diém x = —% 1Am diém cuec tiéu ;
(B) Nhan diém x = % lam diém cure dai ;
(C) Nhan diém x = —% lAm diém cure dai ;
(D) Nhan diém x = m% lam diém cure tiéu,

89. Gia tri 16n nhit cia hams6 y = ~3+1 — x 1a

(A) -3; B) 1; © -1; (D) 0.
90. Gia tri nho nhit ciia ham s6 v = 3sin2y — 4cosx la
(A) 3; B =53 (© —4; @ =3

91. Gid tri 16n nhat cia hAmsé f(x) = 20° + 3x% — 12x + 2 téndoan [-1 ; 2] A

(A) O; By 10; ). 15 @y 1l
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92. Gia tri 16n nhét ciia haim sé f(x) = \/—:c'2 -2x+3 1a

A) 2; ® 2: (© o; (D)
e L
93. Goi (%) 12 d thi ciia ham s§ y = 2 = :j_"l”.

94. Goi (¢) 14 d6 thi clia him s8 y =

95. Goi (¢) 1a do6 thi ctia him s6 y =

(A) Puong thang x = —1 la tiém cén dimg cta (¥).
(B) Dudng thang y = 2x — | I tiém cén xién ctia (¢).
(C) Durdng thang y = x + 1 1i tiém cén xién cla (¢).
(D) Dudmg thing y =x — 2 14 tiém can xién cta (¢).

X2 +3
34 50— 242

(A) Dudng thang x = 1 14 tiém can dimg cta (¢).

: . | ; ; ;

(B) Buong thang x = =5 la tiém can ditng cha (¢).
(C) Pudng thang y = 1 14 tiém can ngang clia (¢).

(D) Dudng thang y = —v + 1 1a tiém can xién cia (¢).

X tx+2
“5x2 —2x+3

(A) Duong thing x = 2 14 tiém can dimg cia (¢).

(B) Pudng thang y = x — | 13 tiém can xién cta (¢).

2 l . ¥ 7
(C) Dudng thang v = = la tiém cén ngang cua (¢).

@ I - * £,
(D) Duong thang y = s la tiém cén ngang cua (¢).
96. D6 thi cna hAimsé y = x + : l
X-—
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(A) Cat dudng thang y = | tai hai diém ;
(B) Cat dudng thang y = 4 tai hai diém ;
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(C) Tiép xiic v6i dudng thang y=0 ;
(D) Khéng cat dudng thang y = —2.

97. Xét phuong trinh B+32=m.
(A) Vi m =5, phuong trinh da cho ¢6 ba nghiém.
(B) V61 m = -1, phuong trinh ¢é hai nghiém.
(C) Véi m = 4, phrong trinh ¢6 ba nghiém phan biét.
(D) Véi m = 2, phuong trinh cé ba nghiém phén biét.

98. D6 thi ham s6 y = e
2x + 1]
(A) Nhan diém [—% g %J lam tim déi xitng ;

(B) Nhin diém [~% : 2] lAm tam d6i ximg ;

(C) Khéng c6 tam déi ximg ;

= l l % - At -
(D) Nhén diem (5 ; E] lam tam déi xitng.

99, S& giao diém clia hai dudng cong y = ¥ -x*-2x+3vA P XX

(A) O (B) 1; (© 3; (D) 2

. ol - 5 1 . - .
100. Céc d6 thi ctia hai hAm s6 y = 3 — = va y = 4x° ti€p xic v6i nhau tai di€ém M
X

¢6 hoanh do 1a
A x=-1;  Bx=1; (©x=2; (D) x = %

67
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LUY THUA VOISS MU HOU T1

1. Luy thira v6i s6 mii nguyén
Nhac lai rang v&i méi s6 nguyén duong n, luy thita bac n clia s6 @ (con goi 1a

luy thira ctia @ véi s6 mil n) 1a sé " xdc dinh bai

&' =@ voin>1,
'—-—"_
nthiia sa
I
a = d.

a duge goi la co 56, n duge goi la s6 mii cia luy thira " .

3
[H1] 7inn [—g—j , (=35, 0%
Dé c6 khdi niém luy thira véi s6 mil nguyén, ta con phai dinh nghia lu§ thira
v&i s6 mil 0 va s6 mii nguyén am.

a) Luy thira véi s6 mi 0 va s6 mi nguyén am
DINH NGHIA 1

Véia#0, n=0 hoac nla mét s6 nguyén am, luy thira bic n cua
alasé a’ xdc dinh boi

n

. ¥

=1,
a—‘"
; = TN S e -
Vidu 1. (-3) " T : =af2) = 1,

Vi du 2. Néu sir dung lu¥ thira v6i s6 mii nguyén ciia 10 dé bi€u dién mét s6,
chiang han s& 24 18,93 duéi dang :

2418,93=2.10° +4.102 +1.10+ 8.10° + 9.10™" + 3.1072

thi ta thiy trong téng trén, mbi s6 hang cé dang a.10% , s6 mii k chi 13 vi tri
clia chir s6 a trong bi€u dién thap phan clia s6 di cho. Ching han, véi k = —1
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thi chir s6 @ & hang phin mudi, véi k = 0 thi chir s6 @ & hang don vi, véi
k =1 thichir s6 a ¢ hang chuc, . . . .

CHUY

1) Cac ki hiéu a®. o (n nguyén 4m) khéng c6 nghia.
1

2)Véia#0van nguyén, tacd " = —.
=

a
3) Ngudi ta thudng ding cic luy thira cia 10 v6i s6 mil nguyén dé
biéu thi nhitng s6 rit 16n va nhitng s6 rat bé.
Chang han
Khéi lwong cha Trai Dat 1a 5,97.10% kg,
Khéi lirong nguyén tir ciia hidrd la 1,66.107% g,

Trd choi Rubic (Rubik) ¢6 hon 4.10" cch sip xé€p.

b) Tinh chit cta luy thira véi s6 mii nguyén
Quy tic tinh

Tir dinh nghia luy thira véi s6 mii nguyén ctia mot s6, ta thiy cdc quy tac tinh
todn cho luy thira véi sé mil tr nhién van con diing véi s6 mil nguyén. Cu thé
ta c6 dinh Ii sau day.

DINH LI 1

Véi a#0,b#0 va véi ciac s6 nguyén m,n , ta cd

i
o

1:: ”H‘llaﬂ‘ - al‘i‘l‘-bﬂ . 2) = = a"‘"“ :

o

3) [am ]H = a™ - 4) (ah)" = a"b" :

ofs]-&
h h‘H
Ta chirng minh céng thire 5).
Véi n = 0, cong thite hién nhién ding.

70

timdapan.com



Véi n < 0, tacd—nlasénguyén duong. Do dé

e h"‘H

b
Céc cong thirc khac duge chimg minh trong tr.

(&‘J" R T
b [ ¥ ]—H a” & B

|H2: Chimng minh céng thire 1) cda dinh Ii 1 cho trwong hop m >0, n <0 va
m > |nl.

So sanh cac luy thira

DINH Li 2

Cho m, n 1a nhitng s6 nguyén. Khi dé
1YVéi a >1 thi " >a" khivichikhi m >n :

2)V6Ei 0 <a <1 thi ¢" >a" khi vachikhi m < n.

Tirdinh 1i 2, ta c6

HE QUA 1

V&i0 < a<bvam lasénguyén thi
1) a™ < b™ khivichikhim>0:
2) a™ > b" khi va chi khi m < 0.

Chirng minh

’ b i a
Vl@f:ac:hnén;}IvaO::—«:I.

m 0
Theo 1) ctia dinh 1i 2, ta ¢6 (i—j) > C—:] <> m > 0, hay

a® < b &S m >0,

Y ~0
ﬂrthﬁadthEJacé[%) >[%} & m <0, hay
m

a" =h" = m<(. O

m
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12

Tirhé qua 1, ta cé thé chitng minh dirge hai hé qua sau

HE QUA 2

Véi a < b, nlasé tirnhién lé thi

ﬂ” < hﬂ .

HE QUA 3

Véi a, b la nhimg s6 dwong, n 1a mét s6 nguyén khac 0 thi

a’ = b" khivachikhi a = b.

H3| co phéi (0,99)2.99 =997 va (0,99)!.09 = 997

Can bac n va luy thira véi s6 mii hiru t1

Ta da cé khdi niém can béc hai, can béic ba cia mét s6. Sau day, ta xét khai
niém can béc n ciia mot so.

a) Can bac n
DINH NGHIA 2

Véi n nguyén duong, can bac n cia s6 thuc a la s6 thye b
sao cho

' =g,

Ta thita nhan hai khang dinh sau day.
o Khi nla sé'le, méi s6 thue a chi ¢é mét can bdc n. Can dé duge ki hiéu
la 4fa .
o Khi nla sé chan, méi sé thie diwong a ¢é ding hai can bdc n la hai sé° doi
nhau. Can ¢6 gia tri duwong ki hiéu la 4{{; (con goi 1a cdn s6 hoc bdc n cla a),
can c6 gid tri am ki hiéu 1a —4fa . Dac biét, Ja duoc ki hieu don gian 1a .
Vidu: S6 32 chi cé mét can bac nam la 2{5 = 2 ;56 64 c6 hai can bic sdu

2 §f64 = 2 va —§f64 = —2.
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Nhdn xét
1) Can bic | cua sé a chinh la a.
2) Can bac ncuasé 01a 0.
3) S6 am khéng c6 can bae chan vi luy thira bac chan eta mét sé thue bat ki la
s6 khéng am.
4) Véi n nguyén duong Ié, ta cé
ﬂ(; >0 khia>0;

44 <0 khia<0.
5) d{; _Ja khin 1é
lal khin chin.
Mot s6 tinh chdt cua cdn bdc n

Tir cde tinh chat ctia lu¥ thira véi s6 mil nguyén duong, ta c¢é thé chimg minh
duge cdc tinh chat sau day.

Véi hai s6 khong am a, b, hai s6 nguyén dwong m, n va hai s6
nguyén p, g tuy v, ta cé

1) &ab = Ya Wb
& :/[__{.’J}D}

3) W = ”a I (a>0) ;

5 Y - s

5) Néu §=% i Yar =t @>0).
Dic biet ¥z = "a".

Cdc tinh chat 1), 2), 3) da duge biét dén déi véi can bic hai va can bac ba.
Ta chirng minh tinh chét 5).

2) X

Gidst¥a”’ =xvaV¥a! =y. Via>0nénx>0,y>0.
Tacé ¥ =a”, y" =al, Dods

nq _ 4P myp

X =y

13
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. < P o = 2 sy mipr
Mat khic, vi == —~ nén ng = mp. B&i vay, tir x™ = y™

= vaix>i9p>0

suyra x=y.
Hoc sinh tr chitng minh tinh chat 4). O
Vidu3

2 8.7 = Y52 = 32 = 2. b}@ J‘%

¢) Y129 = §729 = 3. a 2s® = (Um) =2 =3
) W18 = A7 = 3.

Chimg minh réng

a) Néu n la s6 nguyén duong 16 vaa < b thi a < b

b) Néu n la sé hguyén duong chén val < a < b thi %’f;c: %
b) Luy thira véi s6 mii hitu ti
DINH NGHIA 3

Cho a la mot s6 thue duong va r 13 mét s6 hitu ti. Gia str

m . " R : v "
r = —, trong dé m la mét s6 nguyén con n la mét s6 nguyén
n

dirong. Khi dé, luy thira ctia @ véi s6 mii r 14 s6 @’ xdc dinh béi

m

a =a" =¥Ya"

m

A - - ’ o = - - > it r H 2+ £
Nhan xét. Tir tinh chit 5) cua can bac n, ta suy rarang s6 ¢ = a la xac

' " T o M s i o
dinh, khéng phu thudc vao phin sé = biéu dién s6 hiru t1 r, tirc 1a néu
] 1

r=—=—thia" =a" . Do dé trong biéu thiic a” véi r1a mét sé hitu ti,

ta thudng viét r dudi dang phan sé t6i gian cdé miu duong.
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Ld

=

QA

o]
|

2
Y2 = Yoz = 4 b)2?3=\f327"=#2—1_?=%-

c) a" = 4a (a dwong, n nguyén duong).

e C6 thé chimg minh dwoe rang lu¥ thira véi s6 mii hitu ti (ctia s6 thwe durong)
c6 diy du cdc tinh chat nhu luy thira véi s6 mii nguyén di néu ¢ trén.

Vidu 5. Cho a, b la nhitng s6 thue duwong. Ta ¢6

4 4 1 |

cf?b + a.’ﬁ ab( ni + .’:5]
= ab.

Yardp L

ad + h3

Cau hoi va bai tap
Trong cdc khang dinh sau, khang dinh nio ding, khang dinh nao sai ?

a) V&i s6 thue a va cde s6 nguyén m, n, ta c6

Hi

] i
G_J'i"l' .HH — ffﬂil-” ; = = al‘i"]‘.ﬂ

o

b) Vé&i hai s6 thue a,b ciing khdc 0 va s6 nguyén n, ta c6

a n ﬁ‘”
/ no_ n!, 1 = ==
(ab) a'b (h) =

c¢) Véi hai s6 thire a,b thoa min 0 < @ < b va s6 nguyén n , ta cé

a_.'i {: J,]" :
d) Véi s6 thue @ khdc 0 va hai sé nguyén m, n, ta cd

Néu m > n thi a™ > a".

Xét khang dinh :

'S n

"V&i s6 thie @ va hai s6 hitu ti r, s,tacé (@' )’ = a

75

timdapan.com



Véi diéu kién nao trong cdc diéu kién san thi khang dinh trén diing ?

(A) a batki ; EBY . @E () @0 (D)a<l.
3. Viét cdc s6 sau dudi dang s6 nguyén hay phin s6 téi gian :
=2 i, 2
7114 - iz; (EJ : ( ls;- 5
3 S 1523

4. Thre hién phép tinh

2k 3
075 N
a8l +[125] (32} '

| 2 I
Ziih] = =
b) 0,001 3 — (=2)2.643 -8 3 + (9%)2;

2 [ 075
) 273 + (ﬁ] — gl

d) (-0,57* — 625%2 — [2%] * & 19(-3)2.

5. Don gian biéu thite (véi a, b 1a nhimg s6 duong)

1
Wa’h? ) _ al :
a) g T4 2 T
‘\}(meﬁ R T 3
a’ —a a’ +a
6. So sanh cic s6:

a}ﬁv:‘a{ﬁ; b)ﬁ-ﬂ—mvﬁﬂ(ﬁ; c)%ﬁﬁrm vﬁ@—i—i"ﬁ_&
7. Chirng minh {h+5\5+37- SJ_ =2
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TINH GAN BUNG CAN BAC n cUA MOT SO
THAP PHAN BANG MAY TiNH BO TUI.

Cé thé dung may tinh bd i chdng han, may tinh CASIO fx-500 MS dé tim gia tri gan
ding c&n bac » cha mdt s thap phan.

Vidu 1. D& tim «J23,425 , ta 4n lién tiép cac phim sau :

J]23[]425[H.
Khi @6, trén man hinh hién s& 4.839938016 . Lam tron dén chif s6 thap phan thir tu,
ta dugc
23,425 = 4,8399.

Vidu 2. Dé tim ﬁ§.532 , ta &n lién tiép cac phim sau :

[sHIET] R s [153 2 H
Trén man hinh hién s 2.043385382. Lam tron dén chir sé thap phan thir tu,
ta dugc

8,532 = 2,0434.

Luu y - Khi 4n lién tiép hai phim [SHIFT] |3 | ta méi duoc phim [3f |

Vi du 3. D& tinh 4/320 , ta 4n lién tiép cac phim sau ;

7 [sHIET] [¥7] 3 2 0 [5].

Trén man hinh hién s6 2.279 704562, Lam tron dén chir s6 thap phéan thir tu, ta dugc

{320 ~ 2,2797.

Lunu y - Khi &n lién tiép ba phim 7 |SH]'FT| ¥ | taméi duoc phim U_

(Pé tinh 32*2 tadn 3 2 . 2 [£]. Trén man hinh hién s6 65,536

Nhuvay 32*2 = 65536.)

i i
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Luyen tap
8. Don gian biéu thirc

1}\{_—\{’5_\E+J‘13h‘ b) a-b B i il
Va-p Yo+~ Ja-Ap Ya+ip’
a+b a—1 Jf-]" - 31./; =
¢) | =——=-%ab |: Aa-Ip)?; q : at +1.
[3 a + % J 3 1 \E + 1
at +a?
9. Tirtinh chat cha lu§ thira véi s6 mii nguyén duong, chirmg minh
Yab = %/Edf_:' (a =0, b =0, n nguyén duong).
10. Ching minh

) J4e0B it~ 20B 52 b) 39 + +/80 + 9 - /B0 = 3.

11. So sinh cdc s6

]
a) [-Ji] § va 13/3"#-;_- : b) 38003 5400 .

-= 3
¢) [%] TN T d) 7°° va 4%,

LUY THUA VOISO MU THUC

1. Khai niém luy thua véi so mi thuc

Ta di dinh nghia lu§ thira véi s6 mii hitu ti. D€ dinh nghia lu§ thita véi s6 mi
thire tuy v, ta con phai dinh nghia lu¥ thira véi s6 mi vé ti.

Cho s6 v6 ti ¢. Ta thira nhin rang bao gid ciing c6 mét diy s6 hitu ti
Ijs Iy vy Byy oo ma limz;, = a. Chang han, véi

a =2 = 1,4142135...
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ta cddiy =1 ; n=14 ; n=141 ; p=1414 ; r,=14142 ;

rg = 1,41421 ; .. va limr, = /2.

e Cho a 12 mot s6 thue duong va @ 132 mot s6 vo ti. Xét diy s6 him

ti

Tjs s s Iys oo ma limr, = @ . Khi d6, ngudi ta chitng minh duge rang day

séthue a', a”, .., a" , .. ¢6 gi6i han xdc dinh (khéng phu thuéc vio diy

s6 hitu ti (r,) dachon, titc 1a nfu con ¢é diy hiu ti () ma limrg=c

thi lima™ = lima™). Ta goi gidi han d6 14 luy thita cia a véi s6 mii @,

hiéu 1a a% . Vay

ki

a® = lim a*.
=+
Vidul
P 1 gidi han cha diy s6
1; 14; 1.41 ; 1,414 ; 1,4142 141421 ; ...
nén ]0“’5 12 gi6i han cua diy s6
o' - 1o - o4 . (ol414 . qpldlaz . pldna2n

Gid tri ciia ]ﬂ"’E bang 25,95455352....

GHI NHO (vé co s6 ctia lu§ thira)

1) Khi xét lu¥ thira véi s6 mi 0 va s6 mil nguyén am thi co s6
phai khac 0.

2) Khi xét luy thira v6i s6 mi khoéng nguyén thi co s6
phai dwong.

e Noudi ta chitng minh durge rang luy thira véi s6 mi thue (cia mét sé drong)

¢6 day du cdc tinh chat nhu luy thira véi s6 mii nguyén da néu trong §1.
Vidu2
a) V&i a 1a s6 dwong, ta cé

(H-.EH TE—I 4

r T
a? ‘E,(f 342 a
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b) D€ so sdnh céc s6 I(‘S"ﬁ v 43‘5, ta dura v€ so sdnh hai luy thira cling co s6.

Tacé 16¥° = 42¥3, do dé ta so sénh 243 va 342.

Vi(243)7 =223 =12, 342)2 = 3%.2 =18 nén 243 < 342, do d6
425V ena 16 < 432

-5Y° 35

+45 b

[H1] 7 | 2 2

2. Cong thirc lai kép

80

Giri tién vao ngan hing, ngoai thé thirc 1di don (tire 1 tién 1di cha ki trude
khéng duge tinh vao vén cta ki k€ ti€p, néu dén ki han ngudi giri khong riit 1ii
ra), con cé thé thitc Idi kép theo dinh ki. Theo thé thitc nay, néu dén ki han
ngudi giri khéng rit 1di ra thi tién 13i duge tinh vao vén cua ki k& ti€p. Néu
mot ngudi giri s6 tién A véi 141 sudt r moi ki thi dé thiy sau N ki s6 tién ngudi
ay thu duoce ca vén lan 1di la

C = Al +r)V. (1)

(C6 thé chitng minh bang quy nap theo N ).

Vi du 3. Theo thé thitc 13i kép, mét ngudi giri 10 triéu déng vio ngan hang.
a) Néu theo ki han 1 nam véi 1ai sudt 7,56% mot nam thi sau 2 nam ngudi dé
thu duoe mot s6 tién 12

101 + 0,0756)* ~ 11,569 (triéu dong).
b) Néu theo ki han 3 thang véi 141 suit 1,65% mét quy thi sau 2 nam nguoi dé
thu duge mot s6 tién la

10.(1+ 0,0165)% = 11,399 (triéu déng).

[H2] Mot nguvi déu tr 100 tridu déng vao mot cong ti theo thé thitc 1i kép voi I8
suat 13% mot nam. H6i sau 5 nam mai rat [&i thi ngudi do thu duoe bao nhiéu tién
lai ? (Gid sir rang lai sudt hang nam khong doi).
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Cau hoi va bai tap
12. Xétménh dé : "Véicic séthue x,a, h,néu 0 < a < b,thia' <bhb*'".
Véi diéu kién nio sau day cua x thi ménh dé dé la ding ?
(A) x btki; (B)yx>0; (053 30 il 1
13. Xét ménh dé : "Véi cac s6 thue a, x, y, néu x < y,thia’ <a'".
Véi diéu kién ndo sau day ctia @ thi ménh dé dé 1 ding ?
(A) a batki ; (B) a >0 ; (a1,
14. Cho céc s6 thuc @, x, y v6ix < y. Hay tim diéu kién ctia a dé a* > a”.

15. Tinh cac biéu thite

(0,542 )JE N Cas -V S o Y £

16. Don gian céc biéu thie
J3+1
[«
I

o
a

il

17. Mot ngudi giri 15 triéu déng vao ngan hang theo thé thie 1di kép ki han 1 nam
véi 13i sudt 7,56% mot nam. Gia sir 1ai suat khéng thay déi, hodi s6 tién ngudi
d6 thu duge (ca von lan 1di) sau 5 nam 1a bao nhiéu triéu dong ? (Lam tron
dén chir s6 thap phan thi hai).

Luyén tap

18. Viét cdc biéu thite sau dudi dang lu¥ thira ciia mét s6 véi s6 mii hiru ti

Y2 >0 b) {E{E (a>0,b>0);
{ 1
¢) & %ﬂ%g - d) ‘Jmﬂ'a-\hh/; - ql6 (a >0).
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19. Don gian biéu thic

+ 3+l
2) a—zﬁ [1_ o ) b) aﬁ ant—ﬁ ;
a2 ‘ p¥3-1 b
22 _ 2\ Ly
¢j == g =+ 1; d) (,r“ + _v“)z — |47 xy | .
[ - 5]

20. Tim cic s6 thie @, thoa man timg diéu kién sau :

a) %(aa +a B =1 (@>0): b 3|'1| < 27.

21. Giai cdc phwong trinh sau bang cich dit ¢ = Y

a)vx + ¥ =2 b)vx-3¥x+2=0.

22. Giai cdc bat phirrong trinh sau :

a) <3 . b) b5 : c) 2V o 2 d) r <5

LOGARIT

Trong bai nay chiing ta s& tim hiéu mét trong nhimg phép todn quan trong c6
nhiéu iing dung trong thue tién, dé 14 16garit.

1. Dinh nghia va vidu
Trude tién, ta c6 nhitng luu ¥ sau vé luy thira clia co s6 a :

Cho s6 a dirong. V&i mbi s6 thue @ tuy ¥, ta luén xac dinh dirge lu§ thira a“ .
Hon nitra, ta ¢o

a“ 12 mét s6 dwong
Newa=1thia*=19=1véimoixz e R ;
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Néu a > 1 thi % < a” khivachikhi ¢ < B3

Neu0< a <1 thi a® < a” khivachikhi a > 8.
Tirdo, suy ra

NeuO< a# 1 thi ¢ = ¢ khivachikhi @ = B.

Newoce lai, ta thira nhan rang khi @ 13 mot s6 duong khdc 1 thi véi mbi s6
dwong b, c6 motsé a dé

a%=h,

Theo luu ¥ & trén, s6 a d6 1a duy nhat. Tir d6, ta ¢ dinh nghia sau :

DINH NGHIA 1

Cho a 14 mét s& dwong khic 1 va b 1a mét s& duong. S6 thue ¢
dé a“ = b dugc goi 1A logarit co sé a cia b vd ki hiéu 13
log, b, titc 1a
a=log, b a*=b,
Vidul

e : T S e
log;100 =2 vi 107 =100 ; Iogwm— 2L = vk Tk
CHUY
1) Khéng cé 16garit clia s6 0 va s6 am vi a“ luén diwong véi
moi & .
2) Co s6 cua légarit phai duong va khdc 1.
3) Theo dinh nghia logarit, ta co

log,1 =0,loeg,a=1;
log,, a"=b,VheR; (1)

a'%? = p YheR,b>0. (2)

Hai cong thife (1) va (2) néi lén rang phép 14y 16garit v phép ning lén lu¥ thira
14 hai phép todn nguge chia nhau. Cu thé, véi s6 a duong khic 1 ta ¢
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V&i moi s6 thue b

/
by > d | » log, a’ = b;

nang 1én luy thira Iy logarit co s6 a
cosdGa

Véi moi sé thue b duong

bt > log, b ! > g8l = p,
lay l6garit co s6 a nang lén luy thira
cosb a
Vidu2
I -2
Iog_,_‘y_ = log33§ :% ; log, 4 = log, [%] = =2
2 2
H1| Tinh
a) ]ogzl : ii::,g,m,L ; p) gloBsts - 0,125'80s!
2 10

[H2] vei gia tri nao caa x thi 1ogy (1 - x)=2 2

2. Tinh chat
a) So sanh hai logarit cung co so

Tir nhimg lwu ¥ cia muc 1, dé dang chimg minh duge

DINH LI 1

Cho s6 duong a khdc 1 va cdc s6 duong b, ¢
[)Khi a > 1 thilog, b >log,c< b >c;

2)KhiO<a<1thilog,b>log,c < bh<e

Ta chimg minh 1).

Vi a > 1 nén, theo luu ¥ cia muc 1, ta c6

log, b > log, ¢ & a'*&" > "% & b>c.
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[H3] Hay ching minh 2).
Tir dinhlil,taco

HE QUA

Cho s6 a duong khdc 1 va cdc s6 duong b, c.
1)Khi @ >1thi log, b >0< h>1.

2)Khi0O<a<1thilog,b>0& b <1.

3) log,b=log,c = h=c.

2 3
Vidu 3. Hiy so sanh log, 3 va log, 3
5 2

]

Giai. Vi %{ | va % < | nén ]0g3% >logy1 = 0.

5 5
V‘é}lv"]é{llé I — <1 =)
i2 45 nen Dg%j Crg%— ;

Tir dé suy ra lc-gj% > log; %
= o

b) Cac quy tac tinh logarit

Tir dinh nghia 16garit va tinh chit clia lu¥y thira, ta suy ra cdc quy tac tinh
l6garit.

PINH Li 2

Vi s6 a dwong khac | va cdc s6 duong b, ¢, tacd

1) log,(bc) = log, b+ log, ¢ ;
b
2) log, [{—J = log, b—log,c ;

3) log, b* = alog, b.
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CHU Y

Bang quy nap, suy ra rang véi cdc s6 duong by, by, ..., b, , ta cé

log,(byh,...b,) = log, b + log, b, + ...+ log, b, .
Khéng dinh sau dung hay sai ? Vi sao ?

vx € (-0 1), log,(x? = 1) =log, (x+ 1)+ log, (x—1).
Tir dinh 1i 2 dé dang suy ra

HE QUA

V&i s6 @ duwong khic 1, s6 duong b va sé nguyén duong n, ta cd

|
1) lng”

?

= -log, b ;

2) log, &b = :—Flng“h.

Vidu4

log, 16 _ logy 16 log; g _ 4log; 2

= = = —4_
] -1 —Jog-
log,15 - log; 30 I8 ;_5 log; 2 log, 2

: | y
H5| Tinh mgjﬁ—ilugj 12+ logs 50.

3. Doi co so cua logarit

Trong tinh todn, doi khi ta can biét moéi lién hé gitra nhimg 16garit véi co s6
khac nhau.

Sau day la cong thite déi co s6 clia 16garit.

PINH L{ 3

V&i a, b 1a hai s6 duong khéc 1 va ¢ 1a s6 duong, ta cd

log, ¢
el ¢ b. = -
log,, ¢ e hay log, b.log,c = log, ¢

(]
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Chitng minh
That vy, ta cé ¢ = b8 tir dé

'I 3 Iﬂghi' i :

og,c = log, (b ) = log,, c.log, b.
Vib#1 nénlog, b= 0,dod6

Tir cong thite déi co s6 clia ldgarit, véi ¢ = a, tasuyra

HE QUA 1

V&i a va b la hai s6 dwong khac 1, ta ¢6

log, b = ] hay log, b.log, a = 1.

gpa

Ciing trong céng thite déi cosé do, véi b = a% (a#0), tacd

HE QUA 2

V&i a 1a s6 duong khac 1, ¢ la s6 dwong va e+ 0, ta cd

1 = 1 :
0g ¢ =—.log,c.

Vidus. log, (I0g3 4.]0g23) = log, (2log; 2.10g23) =log,2 = lugi,,z 2
q q 1
1 1

——z—lﬂgz 2 =5

. 3
HE| Tim x, biét logy x + logg x = =

Nhédn xét. Nhd cong thite doi co s6 cha logarit, khi biét 16garit co s6 a, ta cé
thé tinh duoc 16garit co s6 bat ki. Chang han, ta ¢6 thé tinh duoc céc 16garit
cosd 2, coso 3, .. .theo I6garit coso 10.
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4.

88

Logarit thap phan va ing dung

Trong thue hanh ta hay dung hé dé€m thép phan (hé dém cos6 10) ; chinh vi vay

l16garit thap phin (l6garit co s6 10) chi€m mét vi tri quan trong trong tinh toan.

Nam 1617 ngudi ta di xay ding duoe bang 16garit thiap phin dé tim gid tri gin
ding légarit thip phan cua mot s6 thue dwong bét ki (xem bai Em ¢6 biét

"Vé lich sir phat minh l6garit va bang 16garit” trang 91). Ngay nay thay vi dung
bang, ngudi ta thudng ding may tinh bo tii.

DINH NGHIA 2
Loégarit co s6 10 cua moét s6 duwong v duge goi la logarit thap
phan ciaa x va ki hiéu 14 logy (hoac 13 lgx ).
Logarit thip phin ¢6 day du cdc tinh chét cua l6garit v&i co s6 16n hon 1.

e Truée khi 6 mdy tinh, dé tinh cdc lu¥ thira véi s6 mil phic tap, ngudi ta
thirdng dung phwrong phap "légarit hod" véi légarit co sé 10 va cdc tinh todn
dwoc thure hién nho bang s6.

Vi du 6. D€ tinh 2, 132 nguroi ta lam nhu sau ¢
— Tinh log2,1°*
log2,13? = 3,2l0g 2,1 » 1,0311 ;
— Tirdé suy ra 2,1>2 = 10831 » 10,7424 . |

e Ngudi ta con ding phuong phép "16garit hod" va céc tinh chat ctia 16garit dé
giai quyét mot s bai todn lién quan dén luy thira.

Vidu?7

Mot ngudi giri 6 triéu déng vao ngin hang theo thé thire 13i kép, ki han 1 nam
voi lai sudt 7,56% modt nam. Hoi sau bao nhiéu nam ngudi giri s& ¢d it nhat

12 triéu déng tir s6 tién giri ban diu (gia sir 1di suit khong thay déi) ?
Gidi
Theo céng thire 1di kép € = A(l + )Y, sau N nam giri, ngudi giri s& c6 mot
s6 tién la
6(1 +0,0756)".
Tir dé, ta phai tim N sao cho

12=6(1+00756)~. (1)
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Lay 16garit thap phan hai v&€ clia dang thiie (1), ta duoc
logl2= logb + Nlogl,0756.

_logl2 - log6

el 018 o

Suy ra
Viy sau khoang 10 nam ngudi giri s& ¢d it nhat 12 triéu déng tir s6 von 6 triéu
déng ban déiu.

e R& rang khi x = 10" thi logy = n. Con v&i s6 x =1 tuy v, viét x trong hé
thap phén thi sé cdc chir s6 dirng trude diu phay cia x la n+ 1, trong dé n 1a
phin nguyén cia logx, n = [logx].

That vay, vi 10" 1a s6 tw nhién bé nhit c¢6 n + 1 chit s6 nén sé cdc chir s6

dirng trude dau phay cta x bang n + 1 khi va chi khi 10" < x < 10"*", tic 13
n<logx <n+1 ;diéu niy chimg to n = [log .!.'] :

Vi du 8. Dé tim 8 céc chir s6 cha 22°°% khi viet trong hé thip phin ngudi ta
lay gia tri gan ding cua log2 1a 0,3010 va duoc

[2008.1og 2] + 1 = [2008.0,3010] + 1 = [604,408] + 1 = 605.
Vay s6 229% ¢4 605 chir s6.

Khi viét 2'9% trong hé thap phan ta duoe mot s6 co bao nhibu chit s& ?
(l8y gia tri gan dang cta log 2 la 0,3010).

Cau hoi va bai tap

23. Chon khang dinh ding trong cdc khang dinh sau :

a) Co s6 cia l6garit 1a mét so thue bat ki ;

b) Co s6 cua légarit phai la s& nguyeén ;

¢) Co s6 cua légarit phai la s6 nguyén duong ;
d) Co s6 cna légarit phai la s6 duong khac 1.

24. Trong céic khang dinh sau day, khang dinh nao diing, khang dinh nio sai ?

a) C6 l6garit cia mot s thue bat ki.
b) Chi c6 l6garit ciia mot s thue duong.
89

timdapan.com



¢) Chi ¢6 légarit ciia mot s6 thure duong khée 1.
d) Chi ¢é logarit etia mot s6 thire 16n hon 1.

25. Dién thém v€&€ con lai cla dang thic vd bé sung diéu kién dé cé dang
thite ding.

a) log,(xy) = ...; b)..=log,x—log.y;
¢) log, % = .o d) a"%” = .
26. Trong m6i ménh dé sau, hiiy tim diéu kién ctiia @ dé c¢6 ménh dé diing :
a) log, x<log,y< 0<x<y;
b) log,x <log,y<> x>y>0,

27. Hiy tim l6garit clia mdi s6 sau theo cos6 3 :

1 : 1
B BI: Ly i 3 ; Y
1 |
28. Tinh log, 125 ; loggs=; log, — ; log, 36.
3 % 5 :
) | log, 5 1 logg 52
29. Tinh 3"8!8 3lees2 . [§J ; (EJ .
30. Tim x, biét
a) logsx =4 ; b) log,(5—x) =3 ;
c) logs(x +2) =3 ; d) log, (0,5 +x) = ~1.
6

31. Biéu thi cdc 16garit sau diy theo 16garit thiap phan (r6i cho két qua bang may
tinh, 1am tréon dén chit s6 thip phan thit hai) :

log; 25 ; logs8; logg0,75 ; logyss1,13.
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Légarit 1a phat minh clia Né-pe (J. Napier hay J. Neper
1550 ~ 1617) — mot dién ch( vanha than hoc ngudi
Xcot-len. Né-pe bi toan hoc 16i cuén va éng coi toan hoc
la niém vui giai ti clia minh. Trong vong 20 n&m troi,
nhimg lGc ranh réi, Né-pe da phat trién |i thuyét |6garit va
éng da trinh bay van dé nay trong mot cudn sach viét
bang chir La-tinh in n&m 1614 véi dau dé "Mé t4 mot
bang |6garit ki diéu” (tir "légarit" c6 géc la nhimg tir Hi lap :
logos nghia la fi |&, arithmos nghia 1a s&). Ong hi vong
phat minh cia minh sé gidp don gian hoa nhiéu phép
tinh trong thién van, dé la nhilng phép tinh doi hoi nhiéu
cong sic va thai gian.

John Napier
(1550 — 1617)

Thuc té, I6garit clia Né-pe da lam cudc cach mang trong thién van va trong nhiéu
Iinh vuc toan hoc bang cach thay thé viéc thuc hién "phép tinh nhan, chia, tinh cin
bac hai, can bac ba cla nhiing s6 16n ma bén canh viéc tiéu phi thdi gian mét cach
té nhat, ngudi ta con hay bi nham Ian" bang thuc hién cac phép tinh céng, trir don
gian nhimg s6 tuong (mg. Phat minh clia Né-pe la mét phuong thirc tiét kiém thoi
gian dang ké.

Mét s6 nha sl hoc coi réng viéc sir dung I6garit dé don gian cac phép tinh da gidp
nha thién van ngudi Bic Gid-han Ké-ple (J. Kepler) phat hién ba quy luat chuyén
dong clia hanh tinh ma diéu nay lai giup nha vat I ngudi Anh Niu-ton (. Newton)
phat hién Ii thuyét hdp dan. Sau phat minh clia Né&pe 200 nZm, nha toan hoc Phap
La-pla-xd (P. Laplace viét rang : Légarit, bang cach giam bét cong sic tinh toan, da
kéo dai tudi tho gap hai I4n cho cac nha thién van.

Cac bang logarit ban dau cha Né-pe con nhiéu khiém khuyét. Mot nha toan hoc
ngudi Anh la Hen-ry Bric (H. Briggs) doc céng trinh clia Né&pe (bang chir La-tinh)
ngay sau khi né dugc céng bd, 1ap tic thdy dudc y nghia cla phat minh ki diéu nay.
Bric viét thu cho Né-pe dé nghi gap gd trao ddi va néu ra nhiéu céi tién cho phat
minh d6. Hai nha toan hoc gip nhau vao mia hé ndm 1615. Bric dé nghi dinh nghia
lai l6garit thap phan (légarit co s6 10). Thuc ra, Népe cé nghi dén ding cd s6 10
nhung da khéng dd sic lam nén cac bang méi. Né-pe dé nghi Bric xay dung cac
bang nhu thé.

Sau d6 hai n8m, cac bang légarit thap phan dau tién da dugc Bric xay dung. Népe
mét nadm 1617 truée khi Bric hoan thanh cac bang d6. Nhiéu nha toan hoc da tiép
tuc xay dung cac bang légarit thap phan trong dé c6 bang cla Bra-di-xo ma ngay
nay chiing ta van coén diing.
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Khi viét sé thap phan duong a dudi dang ki hiéu khoa hoc a = a.10", véi
l2sax<10,neZ thi

loga=loga+n. (1)

Nhu vay, chi can biét loga véi moi o thude [ 1 ; 10) thi sé tinh dugc légarit thap
phéan clia mét s8 thap phan duong bat ki. Ngugi ta goi log ¢ trong (1) la phan dinh
tri, n la phan dac tinh cla loga. Trong cac bang sé, ngudi ta cho san gia tr
gan dung phan dinh ti loge. Bang cla Bra-di-xg cho loge véi bon chir sé
thap phan.
Vidu. Cho biét log 2,319 = 0,3653. Tinh log 23,19 va log 0,2319.
Giai
log23,19 = 10g(2,319.10) = log 2,319+ 1 = 0,3653+ 1 = 1,3633 ;
log0.2319 = log(2,319.10"") = log 2,319 - 1

= 0,3653-1=-0,6347.

Luyén tap

32. Hiy tinh :

a) logg12 — logg 15 + logg 20 ; b) %log? 36 — log, 14 - 310g?ﬁ ;

log< 36 — log< 12 = ~log’ i
E5 2 R d) 36'°8s% 4 10'"lo82 _ glo23

logs 9

33. Hiy sosanh:

1
a) log;4 va Iogqg : b) 3'8ehl yy 7logs 099

34. Khéng dung bang s6 va may tinh, hiy so sanh :

a) log2 + log3 véi log5 ; b) logl2 — log5 véi log7 ;
c) 3log2 + log3 véi 2log5 ; d)l + 2log3 véi log27 .

35. Trong méi trudng hop sau, hdy tinh log, x, biét log, b = 3, log, ¢ = -2 .
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36.

37.

38.

40.

41.

Trong méi trudng hop sau, hiy tim x :
a) logzx = 4logya+ Tlogy b ; b) logs x = 2logs a — 3logs b.
Hiy biéu dién cdc 16garit sau qua o va :

a) Iugﬁﬁﬂ,lﬁ’u log;15=a, logz10 = B ;

b) log, 1250, néu log, 5 = a.

Don gian cdc biéu thic sau :
11 4 |1 5. O
log— + =log4 + 4logf2 ; b) log— + =log36 + —log— ;
a) logz + slog og+2 ) logg + 5 log 5 1085

c) log72 - 2]Dg%+ log108 ; d) lﬂg% —log0,375 + 2!0g-,/0,5625 ¢

Tim x, biét :
a) log, 27=3; Db log_r% =-1; ¢) log, 5 = 4.
S6 nguyeén té dang M, = 27 —1, trong dé p la mét s6 nguyén t6 doe goi la

sO nguyeén t6 Mec-xen (M. Mersenne, 1588 — 1648, ngudi Phép).
O-le phét hién My; nam 1750.
Luy-ca (E. Lucas, 1842 - 1891, ngwoi Phiap) phat hién M,,; nam 1876.

M, 308969 duroc phat hién nam 1996.
Héi rang néu viét ba s& dé trong hé thip phin thi méi s6 ¢6 bao nhiéu chir s6 ?
(Dé thiy rang s6 chir s6 ctia 27 — 1 bang s6 chit s& clia 27 va dé tinh s6 chit
s6 clia M,,; c6 thé ldy log2~ 0,30 va dé tinh s6 chir s6 clia M, 395549 €0 thé
lay log2#~ 0,30103 (xem vi du 8)).

Mot ngudi giri 15 triéu déng vio ngan hang theo thé thite 1ai kép ki han moét
quy véi l1ai suit 1,65% mot quy. Hoi sau bao liu ngudi dé cd duge it nhit
20 triéu déng (ca vén lan 13i) tir s6 vén ban diu ? (Gia str 1di suit khong
thay déi).

93

timdapan.com



SO e VA LOGARIT TU NHIEN

Cho dén bay gid, dudng nhr m 1a s6 vé ti quan trong nhit ma ta biét dén.
Trong bai niy, ta s& duoe biét thém mot s6 vé ti cling quan trong khéng kém,

dé la s6 e. S6 e la gidi han lim [l +—_] , Xdp x1 bang 2,718281828... ; n6

O S A

xudt hién moét edch trr nhién trong Todn hoc, ciing nhur trong doi séng. Chinh
vi vily logarit co s6 e con duge goi la l6garit tur nhién. Trong cdc mdy tinh bo
tii, ngudita déu thiét k& cdc phim bam cho phép tinh gi tri ctia cdc biéu thic

e’ va log, x (con ki hiéu 1a Inv).

1. Laikép lién tucvasé e
Ta da biét : Néu dem giri ngan hing moét s6 von ban diu 14 A véi 1di sudt moi
nam la r theo thé thite 1di kép thi sau N nam giri s6 tién thu vé ca vén lan 1di s&

1 AL+ 1Y,

Gia sir ta chia m&i nam thanh m ki d€ tinh 13i va giif nguyén 1di suit mdi nam
; CowEe @ RN r i _ g
la » thi 1ai suat moi ki la = va s0 tién thu duge sau N nam (hay sau Nm ki)

# N
la A[1+—J .

m

H1| Cho A = 100 triéu déng, r = 8% nam, N = 2. Ding may tinh bé tdi tinh s6 tién
thu duoc cé von Ian lai sau 2 nam theo céac dinh ki sau day

m =1 (dinh ki nam) ; m =2 (dinh ki 6 thang) ;
m =4 (dinh ki quy) ; m = 12 (dinh ki thang) ;
m =52 (dinh ki tudn) ;  m =363 (dinh ki ngay).

Hién nhién khi tang s6 ki m trong mot nam thi sé tién thu dwrge sau N nam

(tirc Nm ki) ciing ting theo. Tuy nhién nhu ta thiy sau diy, né khong thé ting
lén v6 han duogc.
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That vay, xét gidi han clia diy s6 sau (trong d6 A, r, N la ¢é dinh)

# Nm
8, =@l Lg=— ;
m { !.”]

Taco
= ﬂ _m—r
=
7 Nm 1
szf’l[“’—] =A|l|ll+— ; (1)
m m
=

Dé xét giéi han cha diy (1), cdn xét gidi han

m

=
! 1
lim |1 +—
H—r+ m

r

Mot céch téng quat , ta xét gidi han

%
lim | 1+—| .
X =+ X

Ngurdi ta chitng minh duge gidi han trén tén tai, né 13 mét s6 vo ti ¢d gia tri
bang 2,718281828... va duoe ki hiéu lae. Vay

&= lim [1 +l] ~ 2,7183. @)
X=F+00 X
Tir (1) va (2), ngudi tasuy ra lims, = Ae™" O

o Thé thitc tinh 1ai khi m — +o goi la thé thitc IGi kép lién tuc.

Nhur viy véi s6 vén ban ddu [a A, theo thé thite 13i kép lién tuc, 13i sudt mébi
nam la r thi sau N nam s6 tién thu duoc ca von 1an 14i s& 1a

54, (3)
Céng thire (3) duge goi la céng thiic ldi kép lién tuc.
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Vi du 1. Véi s6 vén 100 triéu déng giri vio ngan hang theo thé thite 1ii kép
lién tuc, 13i suit 8% nam thi sau 2 nam sé tién thu vé ca von lan 13i s& 1a

100.629% ~ 117,351087  (triéu déng). |

e Nhiéu hién trong tang truéng (hoac suy giam) ctia tu nhién va xi héi, chang
han sir tang dan s6, cling duoe uée tinh theo cong thite (3). Vi viy cong thic (3)
con duoce goi la céng thite tang triong mii.

Vidu 2. S tang dan s6 duoc wde tinh theo céng thirc (3), trong dé A la dan
s6 ctia nam ldy lam méc tinh, 8 13 din s8 sau N nam, r 14 ti I& tang din s6
hang nam (xem bai doc thém "Su tang trurdng (hay suy giam) mi" trang 110).
Biét rang ti lé tang din s6 th€ gidi hing nam la 1,32%, nam 1998 dan s6 thé
gidi vao khoang 5926,5 tri¢u ngudi. Khi dé du dodn déan s6 thé gigi nam 2008
(10 nam sau) s€ la

5926,5c'000132 « 6762,8 (trieu ngudi).

2. Logarit tu nhién

DINH NGHIA

Logarit co s6 e cia mot s6 dwong a duge goi 1a legarit tw nhién

(hay légarit Né-pe) cua s6 @ va ki hiéu la Ina.

Loégarit tir nhién c6 day du cdc tinh chit cla 16garit véi co sé 16n hon 1,

a) Diing cong thitc d8i co 5, hay so sénh logx va lnx tuy theo cAc gid tri ciia x.
b) Tinh gié tri cta biéu thirc logczln"h_u _Into'ee”

Vi du 3. Biét rang nam 2001, dan sé Viét Nam 13 78685800 ngudi va ti lé tang
dan s6 nam dé 1a 1,7% va su tang dan sé duge wde tinh theo cong thire (3).

Hobi cif tang din s6 véi ti 1é nhir viy thi d€n nam nio din s6 nuwée ta & mifc
100 triéu ngudi ?

Gidi. Theo baira, ta c6

100 = 78,6858 ¢ (*)
Lay légarit tir nhién hai vé cta (*) ta duge

In100 = In(78,6858°%'"Y).
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45.

46.

Tirdé suyra
_ In100 - In78,6858
B 0,017 -

Viy néu cif ting dan s6 véi ti 1é hing nam 14 1,7% thi dén nam 2015 dan s6
nude ta s& ¢ mire 100 triéu nguoi.

14 .

Cau hoi va bai tap
Tim sai 1am trong lap luin sau :
Tacéd Ine? =2lne=2.1=2 vi In(2e) = Ine+ Ine=1+1= 2. Tir d6 suy

2 3 .
rae"=Ze,mie#0néne=2!

Biéu dién cdc s6 sau day theo ¢ = In2, h = In5 :

16 I 2 08 99
In500 ; lnﬁ ; In6,25 ; 1115 + ]n§+ e+ 1[1E+ Inﬁ-

. Chitrng minh

]-?g|n(3+ 2W2) - 4In(2 + 1) —38-5-111(45— 1) = 0.

Sur tang trudng ctia mot loai vi khudn tuan theo céng thicc § = Ae’, trong dé
A 14 86 hrong vi khuin ban déu, r 1a ti 1é tang trudng (> 0), ¢ 13 thai gian tang
trudng. Biét rang s6 lwong vi khuin ban diu 13 100 con va sau 5 gid ¢6
300 con. Hoi sau 10 gidy ¢6 bao nhiéu con vi khuin ? Sau bao lau s6 lwong vi
khudn ban ddu s& tang gap déi 7

Cho biét chu ki ban huy ctia chat phéng xa pluténi Pu®*® 13 24360 nam (tic 12
mot lorong Pu®® sau 24360 nam phin huy thi chi cén lai mét nira). Su phian

huy duge tinh theo céng thitc S = Ae” | trong dé A 13 lrong chit phéng xa ban
dau, r 14 ti 1& phan huy hang nam (r < 0), | thdi gian phin huy, S 13 lrong

e - L . A~ L L) . j L - -
con lai sau thoi gian phan huy ¢. Hoi 10 gam Pu”™ sau bao nhiéu nam phan
huy sé con | gam ?
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VA LOGARIT

C6 thé dung may tinh bd ti, chdng han may tinh CASIO fx - 500 MS. dé tinh luy thira
cla 10, cha e cling nhu l6garit thap phan va |égarit tu nhién cla mét sé.

Vidu 1. Tinh log5,63.

SU DUNG MAY TiNH BO TUI BE TINH LUY THUA

Dé tinh log 5,63, ta an Ian luct cac phim sau :

Khi dé, trén man hinh hién sé

log] 5[] 63 [l

0.750508394.
Néu lam tron dén chir s6 thap phan thir tu thi

log 5,63 = 0,7505.

Vidu 2. Tinh 107213,

pé tinh 10”213

=)

Khi @6, trén man hinh hién sé

, ta 4n lan luot cac phim sau :

[SHIET] |10*

2 []13 [

7.413102413 x 10 2,
Néu lam tron dén chir sd thap phan thir tu thi

10
Vi du 3. Tinh In 4,83.

=213

= 0,0074.

Pé tinh In 4,83, ta 4n |an ludt cac phim sau :

[in] 4[] s3[5].

Trén man hinh hién sé

1.574846468.

Néu lam trén dén chir sé thap phan thir tu thi
In4,83 = 1,5748.

Vidu 4. Tinh e‘E.

Dé tinh e‘E’ . ta 4n |an lugt cac phim sau :

-

SHIFT| [~

7

2

=]
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Trén man hinh hién sé
0.356469017.
Néu lam tron dén chir sd thap phan thir tu thi

E-"E = 9,3565.

LOGARIT TRONG MOT SO CONG THUC PO LUONG

a) Do pH trong hoa hoc

e Trong méi dung dich, néng dé ion hidrdé [H30+] d&c trung cho tinh axit, néng dé
hidréxyn [OH ] d4c trung cho tinh bazd (kiém), (néng dé tinh bang mol/l).

G 25°C, tich [H;0'] x [OH ] la mdt hing s va bang 10 ' (d6i vé&i moi dung dich).
Nuéc tinh khiét & 25°C ¢ [H;0'] = [OH ] = 107, Néu néng dd [H;0'] 1én hon
10”7 thi dung dich c6 tinh axit, néng dé [H3;0" nhé hon 1077 thi dung dich cé
tinh kiém.

Vi céac néng do nay la nhimg sé rat nhd nén dé dic trung tinh axit (tinh bazad) cla
mot dung dich, ngudi ta xét chi sé (hay do) pH,

pH = - log[H30'].

(pH la chir dau clia nhém tir "potential of hydrogen" cé nghia la tiém luc cla hidré).
Nhu vay

pH < 7 néi I1&n rang dung dich cé tinh axit ;
pH > 7 néi 1én rang dung dich cé tinh bazo ;
pH = 7 ching t6 dung dich la trung tinh.
Vi du
Bia c6 [H30'] = 0,00008, do d6 c6 d6 pH 12
pH=-log 0,00008 =5-log8 < 7.
Rugu ¢6 [H30'] = 0,0004. do d6 c6 d¢ pH la
pH =-1og0.,0004 =4 - log4 < 7.
99
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Nhu vay, bia va rudu déu cé tinh axit, nhung tinh axit cla rudu I6n hon tinh axit
cla bia.

e Trong thuc t€, nganh thd nhudng rat quan tam dén dé pH cla mot viing dat dé tim
ra bién phap cai tao dat va chon giéng cay trong thich hap.
b) D6 chan déng trong dia vat li
e D6 chdn dong M cla mét dia chédn bién do I dugc do frong thang doé Richte
(C. F. Richter, nha dia vat Ii Mi, 1900 - 1985) xac dinh bdi

M= I11—{-

Iy

(I, 1a bién @6 cla dao dong bé hon 1um trén may do dia chan, dat cach tam dia
chén 100km, /,, dugc 14y lam chudn).
o J 3 d6 Richte, dia chan chi c6 anh huéng trong mét viing dién tich nhé ; & 4 dén 5
d6 Richte, dia chan gay mét sé thiét hai nhd ; & 6 dén & dé Richte, dja chan gay mét
s& thiét hai ldn ; & 9 d6 Richte, thiét hai la cuc ki 16n.
e N&ng lugng giai toa £ tai thm dia chan & M d6 Richte dugc xac dinh xap xi bdi
cong thirc

log E=11,4+1,5M .
Tir d6, chdng han, & 8 dé Richte, dia chdn c6 ning ludng gidi tod gip khoang
30000 lan dia chdn & 5 dé Richte (dia chan & 5 d6 Richte cé ning ludng giai tod
khoang 2.10"® jun).

c) D6 to nho clia am

Pé dic trung cho d6 to nhd clia am, ngudi ta dua ra khai niém mue cuong dé cia
am. Mot don vi thudng diing dé do mifc cusng do clia am la déxiben (viét tat la dB)
(G. Bell, 1847 — 1922, nha vatIf Mi géc Anh).

Mdrc cugng d6 L clia Am dudc tinh theo cong thirc :

L(dB):]DIogfi.
0

trong d6 [ la cudng dé cha am, tlc 13 nang luong truyén di bdi séng am trong
mét don vi théi gian va qua mot don vi dién tich bé mat vuéng géc véi phuang

»

song truyén (don vi do la mez) . Iy la cuong d6 cla am & ngudng nghe
(Ip = 1072 Wim?). Céng thic trén cho thdy : Khi cudng db clia am ting lén
102,107, ... 14n thi cAm gidc vé dd to nhé ctia am ting 1én gap 2, 3, ... 14n.

Chu y rang néu thudng xuyén nghe tiéng én khoang 90dB thi cé nguy cd bi giam
thinh Iuc, tham chi bi diéc (xem bai tap 52 tr. 112).
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:_ ; HAM $O MU VA HAM SO LOGARIT

Trong bai nay, ta luon gia thi€t @ 1a mot s6 duong va khac 1 (0 < e # 1) di
cho, J 12 mét khoang hay hop clia nhiéu khoang nio dé.

Khai niém ham s6 mu va ham sé logarit

Tir dinh nghia luy thira va l6garit, ta thay :

e Vi mbi gid tri thue ctia x, ta luén xdc dinh duoe mot gi tria’ (duy nhat).

e Véi moi gid tri thue duong cia x, ta luén xdc dinh duoe mot gid tri log x
(duy nhét).

Tir d6, ta c6 ham s6 y = ' xdc dinh trén R va him s6y =log, v xdc dinh trén
R, =(0 ; +).

DINH NGHIA

Gia sir a 1a mét s6 duong va khac 1.

Ham s6 dang v = @' duge goi i ham s6 mii co sé a.

Ham s6 dang y = log v dugc goi 1a ham so'légarit co 56 a.
Khi khéng cin nhdn manh co s6, hAim s6 mii co s6 a con goi tat 1 ham 56
mii'") : ham s6 l6garit co's6 @ con goi tat 1a ham sé'légarit.
Ta ciing diing ki hiéu y = logx (hodc lgx) dé chi ham s6 logarit co s6 10 va ki
hiéu y = Inx dé chi ham s6 légarit co s6 e. Trong nhiéu tai liéu, himsé y =¢"
con duge ki hiéu 13 y = exp(x).
Mot so gi6i han lién quan dén ham s6 miui va ham so logarit
a) Ta thira nhan rang cdc hdim s6 y=a" vd y = log,v lién tuc tai moi diém ma
né xdc dinh, tite la

s X X
VxpeR, lima =a",
X=*2y

Vxp€ Ri. lim log, x = log, X .
x—x

(1) Co tai liéu coi ham sé mi 14 ham s6 co dang v = ka*, trong d6 k la hang s6 khac 0.
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Tim cac gioi han sau :

1

a) lim cr : b) hm log, x ; ¢) lm log
A =00 x=>8 a=(0

sin v

! !
' a ]' L - r - I' " #
b) Ta da biét lim [l+;) =e . Ngoairata con coé lim [] +?] =e. Tir dé,

I=4m t—y—w
. ; PRt o1
bang cach déi bién (dat = x ) ta ducgc

|
iim(l+x}? =e. (1)
x=0

Str dung (1), ta dé dang chiing minh duoce hai giéi han quan trong sau day.

DINHLI 1
g )5 )
= X
s ==, 3)
= X

Chirng minh. Ta cé.

|
In( 1 ; 1 =
BT —In(l+ x) = In(l + x)x.
X X
L
Khi x din dén 0 thi (1+ x)x — e nén do tinh lién tuc clia ham s6 16garit,

ta co

; I
1i1111n{1_+”= lim In(l - .\').T = ne = 1.
x>0 X x—=0
Vay (2) duge chirng minh.
Dé chitng minh (3), tadatt=¢'— 1. Khidétacéx =In(1 + ), vi x — 0 khi

va chi khi r — 0 . Do dé

. e’ - 3 In(1 + 1))
lim = lim = i | L
x>0 X (»oIn(l+18) 50 t
Viy (3) duge chimg minh. O
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3.

Pao ham cua ham s6 mu va ham sé logarit
Duéi diy, ching ta s& chimg to rang him s6 mii va ham s6 16garit ¢6 dao ham
tai moi di€ém ma né xdc dinh.

a) Pao ham cua ham s6 mi

DINH LI 2

a) Him s v = a ¢6 dao him tai moi di€ém x € R va

ol X P s Fred X
(u ) =a Ina; néiriéng ta c6 (e ) =g .

b) Néu ham sé w = u(x) c¢6 dao ham trén J thi him s6

y = d"") c6 dao ham trén J va

(a"""] ] = u'(x)a"" Ina ; néiriéng ta cé (r:”“]' ] = uiG)e,

Chitng minh
a) Trirde hét ta xét ham s6 y = e'. Gia sir x 1a mot s6 tuy y. Ki hiéu Ax la s6
gia cia bién s6 tai x va Ay 1a s6 gia ctia ham s6 turong g vdi nd, ta cd

Ay= e —e'= c"'(t‘m - 1).

L . e -1 ¢ o e ] .
lim — = lim ( = ¢' lim —— =e* (theo (3)).
Av=0 AX  Av—0 Av Ax—»0 Y

Vay (t"r] =e¢' v6i moi x.

a Ina® vlna

Déivéihimséy=a',tacéd a* = =€ nén theo céng thirc dao ham

ctua ham s6 hop, ta cé
[.:;r"' ) = (e'ﬂ"“)': e (xlna) =d" Ina (véi moix € R).

b) K&t luén nay suy ra tir phan a) cua dinh 1i va céng thitc dao ham cia ham
s6 hop. O
Vidul.Véiy=(>+1)e, tacé

Y=+ )+ (2 + 1)E) = @r 447+ De' = (x + D%
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EI Tim dao ham ctia méi ham s6 sau -
% ¢
a) y=0 + e = b) y= e"’"_ sinx.

b) Pao ham cua ham so logarit

PINH LI 3

a) Ham s6 y = log,,x c6 dao ham tai moi di€ém x> 0 va

P i 5
; noi riéng ta ¢o (Ilny) = —.
Xlna X

(log,x) =
b) Néu ham s6 u = u(x) nhan gid tri duwong va c¢6 dao ham trén
Jthi hams6 y = log, u(x) ¢6 dao ham trén ./ va

u'(x) 1'(x)

(Iog" H[.\'j}'= m , noiriéng ta 6 (Inu(x))' = =4

Chitng minh

a) TruGe hét ta xét ham s6 y = Inx. Gia str.x la moét s6 duwong tuy ¥. Ki hiéu Ax

la s6 gia clia bién s6 tai xva Ay 1a s6 gia ctia ham s6 twong g véi né, ta c6

Ay = In(x +Ax) - Inx = In EraE |ﬁ[] T E‘} ;

X X
il g il
TTC L s Ty ¥lel teoi
Av—0 Ax Av—0 Ax Av—0 X Ax X ;
X
Viy (Inx) = % véi moi x > 0.

béi véi ham sé y = log,x, ta c6

Ina Ina xlna

(log,x) = [IH I] = L{Iru:}' = 1 (véi moi v > 0).

b) K&t luan nay suy ra tir phian a) cta dinh 1i v c6ng thite dao him cta ham
s6 hop O
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Vidu 2. Déivéi ham sé y = ln(.':‘:3 -x+1),tacéd

o exsl) | 21

Y= : ;
x‘l -x+1 .t:z - x+1

E Chimg minh rédng [In(-x)]" = % vai moix < ().

HE QUA

I
a) (In|x])' = — v&imoi x = 0.
) ()" = < véime
b) Néu ham s6 u = w(x) nhan gia tri khic 0 va ¢é6 dao ham
trén J thi

'(x)

e
vaimol x € /.
i x)

(111[”(,1')“' =

Hé qua nay dugce suy ra tir dinh 17 3 va két qua cia IE
4. Su bién thién va do thi cua ham s6 mii va ham so logarit
a) Himsé y=a"

Ta di biét ham s6 y = @' ¢6 tip xdc dinh 13

R . D€ khao sit su bién thién clia nd, ta
cin xét dau clia dao ham y' = a' Ina. Do
a' > 0 véi moi x nén diu cia y tring véi
dau cua Ina. Mat khac, theo tinh chit cua
l6garit tacé Ina > O0khi a> 1 valna <0
khi 0 < @ < 1. Boi vidy, ta xét hai
truong hop :

e

H“

e Tricng hop a> | Hinh 2.1

Trong trudng hop nay ta ¢6 Ina > 0 nén y' > 0 véi moi x. Do dé ham s6 déng
bién trén R .

Ngudi ta con chimg minh duge rang  lim @* =+ va
=P+

lim " = 0. (4)

X—»—o0
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Giéi han (4) ching 16 d6 thi clia him s6 y = a' ¢6 tiém cin ngang (khi

x — —) la truc hoanh.
Ta ¢6 bang bién thién sau :

X —ol

y=a (a>1)
; /

Ham s6 y = @' nhin moi gid tri thudc khodng (0 ; +o).

x i s * # b o - o
Hinh 2.1 thé hién d6 thi cta him s6 y = (\ﬁ) . D6 thi cua cdc ham s6 mi véi

cosé a> | ciing ¢6 dang trrong tir. Chiing ¢6 chung céc dac diém déng chii ¥

sau day :

(i) Luén cat truc tung tai diém cé tung dé bang 1 (vi ta luén cé a = 13;

wa 3 w % * # a w v X 45 .
(ii) Nam hoan toan & phia trén cia true hoanh (via > 0 véi moi v).

e Triueng hopO<a< 1

Trong trudng hop nay, ngudi ta ciing chimg minh duge rang  lim @' =+ va

lim «' = 0. (5)

X=F4aD

a) Dua vao (5), hdy néu két luan
vé duong tiém can ngang cda dé thi ham sé

X
y=da.

b) Lap béng bién thién cta ham s6 y=a" voi
0<a<l.

Trén hinh 2.2, dudng nét lién thé hién dé

2

ndy cling c¢6 cdc dac diém (i) va (ii) nhu
trong troong hop a > 1.

thi ctia ham s6 y = [—] . Dé thay d6 thi

X —p—00

~

r

]

]
.

oy T

2%
~

i

Hinh 2.2
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GHI NHO

Hams6y=a"
* Cotap xac dinh la R va tap gia tri la khoang (0 ; +o0) ;
* Dong bién trén R khi a> 1, nghichbiéntrén R khiO<a<1;
# (6 do thi :
~ Diqua diém (0; 1),
— Nam & phia trén truc hoanh,
— Nhén truc hoanh lam tiém cén ngang.

Dé thi ¢é mét trong hai dang néu & hinh 2.3.

YA
(.3
W
E*
1
FN—
0| 1 X
a>1 O<ax<l

Hinh 2.3
b) Ham so6 y = log x

Ta dd bi€t ham s6 y = log, v ¢6 tap xdc dinh 1a khoang (0 ; +0) va trén khoang
1
xIna

d6 noé c6 dao ham 1a y' = (log,x)' =

Twrong tir hAm s6 mii, dé xét diu ciia dao ham, ta xét hai trwrdng hop : @ > 1 va
et e
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Mot s6 két qua khao sat ham sé y = log v dwoe ghi lai trong bang sau :

Hamsé y =log,x véia> 1

Hamsé y=log,x véi0<a<l

ey >0 véi moix e (0;+0)

« Him s6 déng bién trén (0 ; +)
va nhian moi gia tri thuée R

(6)

* lim log, x = -
0"

* lim log, x = +o0
X =kon

*V<Ovsimoix e (0; +m)
* Ham s6 nghich bién trén (0 ; +o0)

va nhin moi gid tri thuée R

* lim log,x = 40 (7)
v =0

* lim log, x = —o0
X =+t

CAc gidi han (6) va (7) chitng to rang trong ca hai trudng hop, dé thi cia ham

s6 y = log,,x déu c6 tiém can dimg (khix — 0") 1a truc tung.

Trén hinh 2.4, dudng nét lién thé
hién dé thi cia him s6 y = log,x
(cdc ham s6 l6garit co s6 a véi a > |
cd dang twong tur), duong nét dit
thé hién dé thi
s6y = log, x (cdc ham s6 logarit
2
cosd avéi 0<a<|1 céd dang tuwong

cia  ham

tir). Chiing c¢6 chung nhimg dac
diém ddng chi ¥ sau :

(i) Luén cat truc hoanh tai diém

(1:;0) (vilog,l =0 véimoia);

¥a

Hinh 2.4

(ii) Nam hoan toan vé bén phai truc tung (vi log,v chi xéc dinh khi x > 0).

H5

Dua vao bang trén, hay lap bang bién thién ctia ham sé y = log,x trong méi

truong hop a > 1 va 0 <a < 1. Kiém nghiém cac tinh chat dugc néu trong bang do

qua do thi hinh 2.5.
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GHI NHO

Ham s6 y = log,x
* Cétap xdc dinh 14 khoang (0 ; +o) vatap gid trila R ;

* Doéng bién trén (0 ; +o0) khi @ > 1, nghich bién trén (0 ; +o)
khiO<a<];
* C6 do thi

— Diqua diém (1 ; 0),

— Nam & bén phai true tung,

— Nhén truc tung lam tiém céan ding.

Dé thi ¢é moét trong hai dang néu & hinh 2.5 (dwong lién nét).

Hinh 2.5
Nhdan xet
Neéu goi ((7;) 12 d6 thi ctia hAim s6 y = a" Y E}',’ @,
v (G,) 1a d6 thi cia ham s6 y = log,x thi ___f"j-:’ ¥ J
(G}) VA (G,) d6i ximg v6i nhau qua dudng S 31.-.10%15
phan gide (/;) ctia gée phan tur thit nhit. ;?!:_'T"" !
That vay, xét diém M(p ; ¢) bat ki, diém —_— ,’K_
d6i xiing véi M qua (/) 1a di€m M'(q ; p), B "j 1 ! x
tacd (h.2.5)): b3
Mp:q) e ()= g= d & p= log,q

< M(q;p)e (Gy). Hinh 2.6
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Diéu dé di chimg minh nhian xét trén. Ta ciing ¢6 thé kiém nghiém lai nhan
xét nay d6i v6i hai ham s6 y = log,y va y = 2" (h. 2.6) bang cach gip to gidy

theo dudng (/,).

SU TANG TRUONG (HAY SUY GIAM) MU

Thé nao la ting trudng (hay suy giam) mi ?
Trong bai hoc §4, ta da lam quen véi van dé lai kép lién tuc. Trong thuc té, nhiéu
hién tugng tur nhién, xa hai cé tinh chat tang trudng (hay suy gidm) tuong tuw nhu van
dé lai kép lién tuc, chidng han: van dé ting trudng dan sé, vian dé sinh séi cla vi
tring, van dé phan huy clia cac chat phéng xa,... Cac van dé trén dudc goi la van dé
tang trudng (hay suy giam) mi.
Vé thuc chat, su tAng trudng (hay suy giam) mi dude dic trung bdi mét ham sé ma
dao ham clia né tai méi diém déu ti 1& vdi gia tri clla ham s6 tai diém dé véi hé sé ti
|& khéng ddi, tirc la ham s6 y = f(x) thod man diéu kién

£(x) = k() (1)
(xét trén mot khoang nao dé) trong d6 k 1a mét hang sé khac 0 nao d6. Sé k dude goi
la i/ 1é tang trurdng khi k > 0 va dudc goi la I 1é suy giam khi k < 0.
Ta sé chiig to6 rdng ham sé y= f(x) thoa man diéu kién (1) khi va chi khi né
co dang

v = CeF" (v6i C 1a hing s6 tuy ). @)
That vay, d& thdy ham s8 v = CeM (C 12 hiing s6) luén thod man diéu kién (1),

Nguge lai, gid st y = f(x) la ham sé thoda man diéu kién (1).

Khi d6, néu dat ¢'(x) = % tie 12 £(x) = C()e™ thi theo (1) ta c6 -
=

ke _ c)eX 1 k(0 = ().

F10) = )X + Cledke
Turdé suy ra C'(x)e =0, Tlrc1a C'(x) = 0 (véi moi x thudc khoang dang xét). Vay
C(x) phaila mdthing s& C nao d6 va do d6 fiv) = e, O

Dé thdy C la gié tri ciia ham s6 ftai x = 0 nén C coén dudc goi la gia tri ban dau.
Trong céng thiic lai kép lién tuc thi gia tri ban dau chinh la s vén ban dau gli vao
ngan hang (C = A). k12 lai sudt mdi ndm (k =r) vaxla sé nam gl (x = N).
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2. Chu ki ban huy (ban ri) cua chat phéng xa

47.

Trong céng thic (2), néu k <0 thi ham s6 v = CeX* mé ta su suy gidm mi. Mét vi du
dién hinh cho su suy gidm mii 1a su phan huy clia cac chat phong xa.
Gia sl c6 mét ludng chéat phéng xa ban dau la uy, Iudng chat phéng xa con lai tai
thoi diém ¢ 14

wit) = :ruth
trong d6 k < 0 14 hé s& suy gidm (trong Vat|i, sé |k| goi 1a hdng s6 phéng xa)
Ta dat u; = u(r)) va uy = u(ty) va xétti sé

o Hl}vhz k(.fz—.rl)

— = =e .

= T =
"I ne I

Két qua d6 chiing t6 rang fi s gitra hai Iuong phéng xa con lai tai hai thei diém , va
f, chi phu thudc vao hiéu sé r, — 1, ma théi. Diéu dé cho phép ngusi ta dua ra mét

khai niém goi la chu ki ban huy (ban ra) cla chat phéng xa, d6 la khoang théi gian
ma luong chét phéng xa d6 phan huy di chi con lai mot nlra. N6i cach khac, chu ki
ban huy la khodng théi gian s = r, — 4 sao cho

=e . (3)

—n2 —In2

T (3)tacd s = hay k = ——. Nhu vay, néu biét chu ki ban huy clia moét chat
.

phéng xa thi ta cling tinh dudc hé s suy giam clia chat phéng xa dé. Ching han,
chu ki ban huy clia radium la 1550 nadm nén hé sé suy giam cla radium la
=In2

1550

k = —0,000447.

Cau hoi va bai tap
Khoang 200 nam trirée, hai nha khoa hoe Phap

la Clo-zi-ut (R. Clausius) va Cla-pay-réng
(E. Clapeyron) di thay rang Ap suit p cna
hoi nurde (tinh bang milimét thuy ngan,
viet tat 12 mmHg) gay ra khi né chiém
khoang tréng phia trén ctia mat nude chira =
trong mot binh kin (h.2.7) duge tinh theo =g
cong thie

373 Hinh 2.7
a.l0™ ’

|
ll
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trong d6 ¢ 1a nhiét d6 C cta nuée, @ vh k 1a nhimg hang s6. Cho biét
k~—2258,624.

a) Tinh @ biét rang khi nhiét do ctia nirée 1a 100°C thi 4p suit cia hoi nude
14 760 mmHg (tinh chinh xdc dén hang phin chuc).

b) Tinh 4p sudt cla hoi nuée khi nhiét do ctia mrée 14 40°C (tinh chinh xdc

dén hang phén chuc).
48. Tim cdc gidi han sau :

. 62 _ E3.1'+2 ‘ ezlr - gir
a) lim — ; b) lim ——.
=l X =0 X

49. Tim dao ham cta cdc ham sé sau :

El} Y= (I = I )'Ezr ; l]} y= f'i_'Q 64'1" + 1 4
S I A el i 1 X -X
c}_}—E(e -e ) d}_\-—j(e +e ]

50. Trong cdc ham s6 sau diy, him s6 nio déng bién, ham s6 nio nghich bién trén R 7

v

(3] o]

51. V& dé thi cia cic ham sé sau :
X ?) *
2 y=(V2]) ; b).v=(3] -

52. Sir dung céng thite L(dB) = 10lo gfi (xem bai doc thém "Légarit trong mot s6
0

cong thire do ludng” tr.99), hiay tinh gan ding, chinh xdc dén hang don vi, do

16n (dB) cua am thanh ¢6 t1 56 A cho trong bang sau ré1 dién vao cét con tréng :

0
STT Loai Am thanh I—i Do lén (L)
I Ngudong nghe 1
2 Nhac ém diu 4000
3 Nhac manh phat ra tir loa 6,8.10°
4 | Tigng mdy bay phan lie 2.3.10"
3 Ngudng dau tai 10"
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53. Tim cac gidi han sau :

k 2
a) lim —111(1 + ) : b) lim e ) + 2) :

=l A = A

54. Tim dao ham cia cdac ham s6 sau :

a) y=(3x - 2}1[12‘\'; b)y= d_f‘z + 1 lm'J';

2
¢) y=x.In l : &= In(x“ + 1) |
| + x — %

55. Trong cdc ham s6 sau diy, ham s6 nio déng bién, ham s6 nio nghich bién
trén khoang xdc dinh cta né ?

a) y=log, x ; b) y=log,x véia= ;
= 333 -2)
56. Vé dé thi cta cac ham s6 sau :
a) y= logﬁ X b) y= Ir::_.cgE *
3

UGC TiNH DAN SO VIET NAM

N&m 2001, dan s8 nudc ta khoang 78 690 000 ngudi. Theo céng thirc ting trudng
m{, néu ti |é ting dan s& hang nam luén la 1,7% thi uéc tinh s& dan Viét Nam x nam
sau sé la 78 690 000.e"*'" (nguoi) = 7.869.%%'7* (chuc triéu ngusi). DE phan nao
thdy dugc mirc d6 tAng nhanh clia dan sé, ta xétham sé

fir) =7,869.e%017,

D6 thi clia ham s8 y = fix) (h.2.8) cho thdy khodng 30 nam sau (titc I& khoang
nam 2031), dan sé nudc ta sé vao khoang 131 triéu ngudi, tic 1a ting gap rudi.
Chinh vi vay, dé dam bao nén kinh té€ phat trién bén vimg, Bang va Nha nudc ta luén
guan tam dén van dé dan sé va ké hoach hoa gia dinh.
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¥ {cinuc triga nguts)

13,1 {--== === mm e oo

7,869

2| 10 2% 30 (oim)
Hinh 2 8a Hindr 2.8
D6 thi hiam 6 v = fix) Hinh danh phéng to mér phan cia h.2 8a

HAM sO LUY THUA

- — - % ] = ~ ~ %
Chiing ta dda hoc cic him s6 : y=x, y = X, y=—=x ' DPé1a nhimg trudng
-

hop riéng cua ham s6 luy thira.

1. Khai niém ham so luy thira
Ham s6 luy thiva 13 him s6 ¢6 dang y = x% trong d6 @ 1a mot hang s6 tuy v.
Tir cdc dinh nghia vé luy thira, ta thay

— Ham s6 y = 1", v6i n nguyén duong, xdc dinh véi moix € R,
— Ham s8 y =", véi n nguyén am hoac n = 0, xdc dinh véi moi x = 0.

n F o am e # - = 5 A > e
— Ham s6 vy = x, vé8i @ khéng nguyén, cé tip xic dinh la tip cac s6
thure durong.
Ngudi ta chimg minh duoc rang him s6 luy thira lién tuc trén tip xdc dinh

cla nob.
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CHUY
i
Theo dinh nghia, dang thire f{ﬁ =x" chi xay ra n€u x > 0. Do dé,
Lt
ham s6 y= x" khéng déng nhit véi ham s6 y = Q'/T (ne N).
Chang han, ham s6

Y= é}? la ham s6 can bac ba, xdc dinh véi moi x € R ; eon ham sé

1

luy thira y = x* chi xdc dinh véi moi x > 0.
2. Pao ham cua ham sé luy thira
oo = ar a - ~ - - - [ _i o .
V&i n la s6 nguyén 16n hon 1, ta di c6 céng thiic (.r") =nmx"  véi moix € R.

Twong tu, ta ¢6 coéng thitc dao ham cua ham s6 luy thira véi s6 mil thure
sau day.

DINH LI

” s & g " ; T
a) Ham s6 luy thira y = v~ (v6i @ € R) ¢6 dao ham tai moi
di€mx >0 va

¥ aa-'i
() =™
b) Néu ham s6 u = u(x) nhin gia tri dwong va ¢6 dao ham trén.J

thihdims6 y= u”(x) ciling c6 dao him trénJ v

(u“(,\-])' = au® 1 (u'(x).

Clutng minh
a) Véimoi x> 0, ta ¢b
oy - 1 i
[.1“1)' = (eh” ] =i (111.1'“]' =% (alny) = gr%— = ax” ’,
2
b) Két luan nay suy ra tir a) va quy tac dao ham ctia him s6 hop. O
Vidul
a) (" aY) = ('t +a"(@Y)

=1 .. M. T—1 ¥
=" a2 o = 2" ' (4 xlnm).
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b)

-(In.n']H'"E]I =(1+2) (ln.\‘)ﬁ(ln.x)' =(1+2) (ln.r)ﬁ.l‘.

H1| Chimg minh réng voin nguyénvan <1 taco (x")' = "~V véimoi x 2 0.

CHUY
a) Ap dung dinh 1i trén, ta d& dang chitng minh céng thite dao ham
clia ham s6 can bac n sau day :

: |
(n .Y) = — —

nyx

(v&i moi.x > 0 néu n chan, véi moi x # 0 néu n l&).

b) Néu i = u(x) 12 ham s6 cé dao ham trén Jva thoa man diéu kién

u(x) > 0 véi moi x € J khin chan, u(x) # 0 v8i moi x € J khin
lé thi
(" H(.'\'))' = —L{il_

(véimoix € .J) .
nidu" " (x)

Vidu 2. (%sin3x ) = (sin3x)' c03.3_1- |
3\31 (sin3x)? ‘";'ls el

[H2] 7in dao ham cia ham s6y = Ye2* +1.

3. Vai nét vé su bién thién va dé thi cia ham sé luy thira

116

O day, ta chi xét cdc ham s6 lu§ thira
& % ;
dang y = x~ véi a # 0 va vdi tap xdc
dinh 1a (0 ; +0).
. 3 ' o-
Tir céng thirc (.\ﬂ) = o, ta suy

ra ham s6 y = & déng bién trén khoang

(0 ; +0) néu « > 0 va nghich bién trén
khoang (0 ; +o0) néu @ < 0. Hinh 2.9 thé

hién dé thi eia mét s6 ham s6 luy thira

trén khoang (0 ; +0), Hinh 2.9
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Nhan xét. Do | =1 véi moi & nén dé thi ciia moi ham sé luy thira déu di qua
diém (1 ; 1).

Cau hoi va bai tap
57.Trén hinh 2.10 cho hai duong cong (C))

(dudng nét lién) va (C,) (dudng nét dit)

duge vé trén cling mot mat phang toa do.

Biét rang moéi dudng cong Ay la do

thi cia mét trong hai ham s6 luy thira
1

y=x2 vid y=x 2 (x>0). Chi dya
viio tinh chit clia lu¥ thita, c6 thé nhin
biét dudng cong nao la dé thi cia ham sé
nao duge khéng ? Hiy néu ro lap luan.

Hinh 2,10
58. Tim dao ham cua cdc ham s6 sau :
a)y=2x+1)" ; b) y = ¥In35x :
1 4 %7 Y (aY ..
c)y= T i dyy=|=||=]| v6ia>0, h>0.
| =x b) \x

Luyén tap

59. Tinh gia tri gin ding dao him ctia m6i ham s6 sau tai diém di cho (chinh xdc
dén hang phin tram) :

a) y = logy(sin) tai x = % : b) y = 2—2 tai x = 1.
X

60. a) Chimg minh rang dé thj cia hai hAms6 y = «¢' vi y = [:—J déi ximg véi

nhau qua truc tung (h.2.2 véia=2).
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b) Chitng minh rang d6 thi clia hai hAm s6 y = log,x va y = log, x d&i xing
a
v&i nhau qua truc hoanh (h.2.4véia=2).

61. V& do6 thi cha ham s6 y = logy sv. Dua vao doé thi, hiy giai cdc bit phuong
trinh sau :

a) logo‘j,r =0 - b) =3 < logy sx <—1.

62. V& d6 thi chia ham s6 y = (¥/3) . Dira vio d6 thi, hy gidi cdc bat phuong

trinh sau :

) [ﬁ) <1: b) (J?T) %3

§ PHUONG TRINH MU VA LOGARIT

Trén thure t&, nhiéu bai todn dan dén viée gidi phwong trinh dang @' = m hoac

log,x = m, trong dé m va a la nhitng s6 cho truede véi 0 < a # 1. D6 la nhimg
dang don gian cta phitong trinh mii va phitong trinh légarit.

Trong bai nay, ta van gia thiét a 1 mét s6 cho trurée, dirong va khdc 1.

1. Phuong trinh co ban

e Phitong trinh mii co bdan c6 dang a' = m,
trong dé m la s6 di cho. Phuong trinh nay
xac dinh véi moi x.

Dé thay rang khi m < 0, dwdng thing y = m
khong cat d6 thi him sé y=a"; conkhim >0,
dwdng thang y = m luén cat dé thi ham sé
y=d tai ding moét diém (h.2.11). Do dé

Hinlh 2.11

118

timdapan.com



Néu m < 0 thi phwong trinh @' = m v6 nghiém ;

Néu m > 0 thi phwong trinh @' = m ¢6 moét nghiém duy nhat

x = log m.N6i cach khac,

Vme (0;+), a =m & x=log,m.

Vidul.a)3"'=9 & x=log;9& x=2;

b)10'=1 & x=logl & x=0.

H1| Gidi cac phuong trinh sau :

)2 =8 : Bj& =5

e Phuong trinh légarit co bdn cé
dang log,x = m, trong dé m 1a s6

di cho. Diéu kién xdc dinh cila
phuong trinh nay la x > 0.

A
Dé thiy dudng thang y = m luén
cit dé thi hAim s6 y = log, v tai
diing mét diém (h.2.12). Do dé Hinh 2.12
Véi mbi gid tri tuy ¥ eta m, phuong trinh log, v = m luén cé
mo6t nghiém duy nhit x = @”'. Néi cich khic,
Vme (= +x),logxy =m <& x= i
| 2
Vidu2. log,x= 5= 22 =2 ;
; . 2
MiF=0&x="x=1.
H2| «idi cac phuong trinh sau -
a) logzx=logsd; b)log x = —4.
Tur do hay cho biét nghiém ctia phuong trinh log,x = log,,p, (p > 0).
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2. Mot so phuong phap giai phuong trinh mu va logarit

120

a) Phuong phap dua vé ciing co sé
Trong bai trude, ta da bi€t cdc tinh chat :
(1) a® =a‘5¢$ a=p;
(ii) Néua >0, >0thilog,a=log,f < a=p.

Céc tinh chat d6 cho phép ta giai mo6t s6 dang phuong trinh mi (hoac phirong
trinh 16garit) bing cdch dwra cdc luy thira (hoac cdc 16garit) trong phuong trinh
vé luy thira (hoac 16garit) véi cing moét co s6. Sau day 13 mot s6 vi du.

Vi du 3. Giai phuong trinh

Gidi

Nhin xét rang ta c6 thé duwa hai v€ ctia phuong trinh vé luy thira clia cling co
$6 3.

PR | 2x + 1)

lg.'r+l 232(.1'4‘[} “-"EI 2? 23
Do dé
(1) & 3D _3P*D o 5 1) =3(2¢ + 1)

| |
<& -dx-1=0 & x= 1

Vay phuong trinh ¢6 nghiém duy nhit x = - }I

Vi du 4. Giai phwong trinh

logy X =log, (x? = x-1). (2)

A 7
Gidai
Diéu kién x4c dinh ctia phuong trinh (2) 1d x > 0 va Y -x-150.

Véi diéu kién dé, do Iogzl_ = log; x nén phwong trinh da cho tuwong dwong

* 2
v&i phirong trinh

log, x = Iog,{x2 —x=1) hay x=x"=x~-1,
] 2
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Bdi vy, ta ¢6 thé viét

xr=0
x>0 x>0
) @ {-x-1>0 o , & 4 o
5 l x=x"=-x-1 xX*=2x-1=0
V=X - —

6 1+\f§h0r§lc_r=l—\/§

Viy phuong trinh da cho ¢6 nghiém duy nhit x =1 + \E .

x>0
@-{ *ﬁ-.r=]+\5.

H3| Mot ban gidi phuong trinh log jx* = log,5 nhur sau - Vi 1og,x” =log,x nén

ln::g4,1r2 =logy)d < logyx=logy,y < x=3.
Lai giai do dung hay sai ?
Vi du 5. Giai phuong trinh
logg(x+12) .log,2 = 1. (3)
Giai
DéE vé trii clia (3) ¢6 nghia, ta phdi céx + 12>0va0<x # 1. Viy diéu kién

xdc dinh cua phwong trinh (3) 12 O <x #1.

Khi d6, log,v # 0 va log,2 = , thanh thir véi diéu kien 0 <x # 1, tacé

log, x

(3) e -Iz—log,z(,r+ 12). =1 & logy(x+ 12) = logzrz-::;» x+12=x%

log, x
Do dé. ta cé thé viét

x+12=x* |x*-x-12=0_ [x=-3hodcx=4 _
)= < < < x=4
D<x#1 D<x#l1 D<xzl

Vay phuong trinh (3) ¢6 nghiém duy nhit v = 4. |

Dura vé cung co s6 13 phuwong phdp rit hay diung khi giai cdc phuong trinh ma
va phwong trinh 16garit. N6 thuong duge dung két hop véi cic phuong phap
khac ma ta s€ néu dugi day.

b) Phuong phéap dat an phu
Vi du 6. Giai phwong trinh 3 "2 =3"*2 42,
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Giai

Tact bl yiék 37 *7= 3,871 =3, 356 D5, (3],

3.1' +2

Vi viy, n€u dat y = (v6i vy > 0) thi phuwrong trinh di cho ¢6 dang 3}*2 =y+2,

hay 3}'2 — y— 2= 0. Phuong trinh nay ¢é hainghiém y=1vay = —%. nhung
chicé y =1 14 thich hgp. Do dé

32!’+J=3.l'+2 3,‘.'+2

+2 & =1 & ¥4 =0 Sx==12

Vay phuong trinh da cho ¢6 nghiém duy nhat x =— 2.

Gigi phuong trinh 2°' + 2772 1 2°73 = 448 béng cach dat dn phu v = 2,

Vi du 7. Xét phuong trinh S 3. (4)

log, 2x log, 2

= £ =z 3 . . % % 1 % o
Dé thay diéu kién xdc dinh cua phuong trinh 1a x > 0, x # 7 vax # 1. Véi
diéu kién dé, ta c6

6 N 4
1+ log,x 2log, x -

“4) < (3)

H5| Giai phuong trinh (5) bang céch dat y = log, x r6i két luan vé tap nghiém
cua (4).

¢) Phuong phap logarit hoa
Tinh chat (ii) dd néu con cho phép giai phuong trinh ¢é hai v€ luén duong
bang cdch lay 16garit hai vé (theo cliing mét co s6 thich hop nio dé). Viéc lam
do goi la légarit hod hai v&€ cua phwong trinh.,
. 2 :

Vi du 8. Giai phvong trinh 3"71.2% = 8,42,
Gidi
Dé thiy hai v€ cta phuong trinh xdc dinh v&i moi x va luén nhin gid tri
dirong. Do dé cé thé 16garit hoa hai vé& theo co s6 2. Ta ¢

R - -

3712% =842 & (x— Dlogy3 +x” =log,8 + (x — 2)log,4
& x-2- log;3)x + 1 —log,3 =0.
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Phuong trinh bac hai cudi cung ¢ hai nghiém la x = 1 vax =1 - log,3. Dé
ciing 1a hai nghiém cua phwong trinh da cho. O

Légarit hod la phuong phap khé théng dung trong viéc giai phuwong trinh mi.
Khi l6garit ho4, ta cin khéo chon co s6 dé 101 giai dwoe gon.

H6| Bang phuong phap 16garit hoa, gigi phuong trinh 25" = 0,2.(10*7")°,

d) Phuong phap st dung tinh dong bién hay nghich bién ciia ham sé
Vidu 9. Giai phuong trinh 2" = 2 - logyx.

Gidi

Dé thiy x = | 14 mét nghiém cta phuong trinh di cho. Ta s& chitng minh rang
phuong trinh khéng con nghiém nao khac.

That vay, diéu kién xdc dinh clia phwong trinh 13 x > 0, titc 1a x € (0 ; +).
Trén khoang d6, ham s6 y = 2" déng bién trong khi ham s6 y = 2 — logyx
nghich bién.

Ta xét hai truwdng hop :

—~Néux> 1 thi logyx >0va2'>2. Dodé 2 - logzy <2< 2. Diéu dé chimg

to trén khoang (1 : + «), khéng ¢é gid tri ndo cia x 1a nghiém cia phurong
trinh da cho.

~NéuO<x <1 thiloggyx <0va2' <2.Dodb2-logyr >2> 2" Diéu dé
chitng to trén khoang (0 ; 1), khoéng ¢6 gid tri nido cua x 1a nghiém cna phirong
trinh da cho.

Tém lai, phuong trinh da cho ¢6 nghiém duy nhit v = 1.

Cau hoi va bai tap
63. Giai cdc phuong trinh sau :
) 2+¥B3)F=2-48; by 2F 2 _ g
2T s B P d) logy(3* +8) =2 +x.
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64. Giai cdc phuong trinh sau :
a) logylx(x-1)]=1 ; b) logyx + logy(x = 1) = 1.

» e == & " 2 # # . 2 L 3 - w
65. Trén mat moi chiée radié déu cé cac vach chia dé ngudi sir dung dé dang chon
diing séng radié cin tim. Bi€t rang vach chia & vi tri cach vach tin cung bén

trai mot khoang d (cm) thi img véi tin s6 F = ka’ (kHz), trong dé k va a 1a hai
hang s6 dwoce chon sao cho vach tin cling bén trii dng véi tin s6 53 kHz, vach

tin cung bén phai tng vdi tin sé 160 kHz va hai vach nay ciach nhau 12 cm.

53 &0 80 100 120 140 160
ez | i
1 | — 1 T ]

a) Hay tinh kva a (tinh @ chinh xdc dén hang phin nghin).
b) Gi sir di cho F, hiy gidi phwong trinh ka = Fvéi in d.

¢) Ap dung két qua ctia b), hiy dién vio 6 tréng trong bang sau (két qua tinh
chinh xdc dén hang phén tram)

¥ 53 60 80 100 120 140 160

d
66. Giai cdc phuong trinh sau :
a)2°*'. 5" =200 ; b) 0,125.4273 = (44/2)".
67. Giai cdc phwong trinh sau
a) logyx + logyx = log, \5 i b) logﬁ_x' logzy. loggx = 8.
2

68. Giai ciac phwong trinh sau
a)3**' 4+ 183 =29;

b) 27" + 12" = 2.8". (Hudng ddn : Chia ¢ hai v&€ cho 2** réi dat ¢ = 2 ).
2

69. Giai cac phwong trinh sau :
log, v loggdx
log,2x  loge 8y

a) log’x® — 20loga/x +1=0 ; b)

c) logy, 27— log,, 3 +logy243 = 0.
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70. Giai cdc phuong trinh sau :

a) 3V =4 ; b) 3*718* = 8l ;

X

B e [ d) 857183 _ 573
71. Giai cdc phuong trinh sau :

a)2'=3-x: b) logyx =3 - x.

S
_—

Khi giai hé phwrong trinh mil va légarit, ta ciing ding cac phwong phip giai hé
phuong trinh di hoc nhir phuong phip thé, phwong phip coéng dai s6, phwong
phdp dat an phu, ... .

HE PHUONG TRINH MU VA LOGARIT

Trong phan nay, ta chi xét mot vai vi du don gian.
Vidu 1. Xét hé phrong trinh
{2-"*-" +3=5

: (1)
prrrg-l S,

Pat u=2""vav =3" (u> 0, v >0), ta cé hé phwong trinh

W+v=2>5
2
{m’ =6, 2
Dé thiy hé (2) ¢4 hai nghiém A (1 ;v) = (2 ;3) va (u;v) = (3 ; 2). Cic gi4 tri

nay déu thoa man diéu kién u > 0 va v > 0. Do dé, ta phai giai hai hé phuwong
trinh sau :

2 = 9
gy (3)
2."."!'.\' = 3
{3‘, 2 @)

125

timdapan.com



126

T )
Tach (B e {r Y= o {‘
y=1 y=1.

H1| T7iép tuc gidi hé (4) va két luan vé nghiém ctia hé (1).

Vi du 2. Giai hé phuong trinh

22.1‘—}.' I 2E+,1.‘
{ (3)
log, x.(log, y— 1) = 4.
Giai
Trude hét, ta xét phwong trinh thit nhat trong hé (5) :
22.1‘— T, L 2] +y (6)

Nhan hai v& efia plurong trinh (6) véi 27, ta duoe phurong trinh 2207 +27Y =2,
bat 27" =1 (1 > 0), ta duge phwong trinh F4t-2=0; phuong trinh nay cé

hai nghiém laz =1 vi t = -2, trong dé chi ¢6 nghiém 7 = 1 14 thich hop. Vay

)& sl Ea-3y=0 S ¥=¥

Pem két qua nay thé vao phuong trinh thir hai cua hé (5), ta duoc

(é—lngz Xi= 1) logyy =4 < (Iogzr)z— 2logybx—8=0

log, x
e gy X
log, x =

| 1l
PO
[
¢
1L
I
™
| )
¢
Il
|

) L1
Két lugn : Hé (5) 6 hai nghiém 13 (x ; y) = [I 7| i =a6;16).
xy =1
[H2] Gidi he phuong trinh { : :
log® x+1log” y=2.
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Cau hoi va bai tap

Giai cac hé phwong trinh (bai 72 va bai 73) :

logyx +logyy=1+1log,y9;

x+y=20
Tﬁ.a){r )

327 = 1152
73. a)
lngﬁ(_r +y)=2;

b) x+y=1
4% 1+ 470'=0,5.

A
b) {.\ ) 2

lﬂgz(.‘( + _‘r‘] = ]Dg;(_r — J!} =1

Luyén tap

Giai cdac phwong trinh (tir bai 74 dén bai 78) :

74. a) log,y(3 — x) +logy(1 —x) =3 ;
¢) ?Iog.t I 5Iug.-;+| = 3‘5I4ag.\'—l o 13ITEug.-;—I .

75. a) logs(3" — 1). logy(3" "' = 3) =12 ;

76. a) 4--? 4 6_? 2 g—_T :

c) 3 log, x — log,8x +1=0;

T 2o
T?.. a) 231]1 X 3 4‘2(‘05 X e 5 1

78. a) [%] =x+4;

79. Giai cdc hé phwong trinh :
32" +23" =275
a)
2F =3 =0,75;

b) log,(9 — 2°) = 108G .
d) 6‘- + 6.-.' +1 _ 2.1.' + 2.1' +l+ 2.1 +2.
b) log, 14 =1+logy(x —1);

i L
d) 3Ing_| .1+E i 3ll:-g,4 Xeg g J1—

by4inr+ ! _ ghnr 9.3m’+2 _g.
.1.2
d) ]c:-gi{:i_r) - logz? = 8.
2

1
b) 43+2ms)_r _ ?‘4l+caslr = 45.

b) [sin%) + [ms%] =i

logs x + logs 7.log; y = 1 + logs 2
3+ log, y = log, 5(1 + 3logs x).
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9 BAT PHUONG TRINH MU VA LOGARIT

e Khi giai cdc bit phuong trinh mi va bat phwong trinh 16garit, cin nhé
rang cic hAm s8 y = @' va y = log,x déng bi€n khi a > 1 va nghich bién khi
Qg &,

Sau déy, ta xét mét s6 vi du don gian.

Vi du 1. Giai cdc bat phurong trinh sau :

Y PRl RS oWl SERT_ N, b <2343,

Gidi

a) Ta bién d6i bat phuong trinh di cho nhur sau :

2r+1 = 2.r+3 2 2_1.'+4 5o+l _ 5.r+2 P 2.r+2(1 e 22] > 5t 1(1 ~5)

g N Loy i BEFL e G G ey [%] <1

<> x >0 (do tinh nghich bién cua ham s6 y = [é] ),

Két ludn : Tap nghiém ctia bat phuong trinh dd chola 8= (0 ; +=).
b) Do 9" = (3)% nén khi dit 7= 3", ta duoc bat phuong trinh - 2 - 3 < 0.
Bit phwrong trinh niy ¢d nghiém la -1 <1 < 3 nén

x X X 3F = X

F<2I+3 & =1<F <34 g
3 %3

(do 3' >0 > —1 véi moi.x va tinh déng bién ctia hAm s6 y = 3").

Viy bat phuong trinh di cho ¢6 tap nghiém la (-« ; 1),

H1| Gidi bat phuong trinh 37 * ' > 5" + 4.

e D6i vdi cdc bat phuong trinh 16garit, ta phai dac biét chi y dén diéu kién
xdc dinh cua bat phwong trinh.
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Vi du 2. Giai bat phuong trinh

logg s(4x + 11) < logy s(x* + 6x + 8). (1)
Giai
Diéu kién xdc dinh clia bat phwong trinh (1) 1a 4x+ 11 >0 vair +6x+8 >0.

Véi diéu kién d6, do tinh nghich bién clia him s6 16garit co s6 0,5, bat

phuong trinh (1) twong dwong véi 4y + 11 > ¥ + 6x + S. Bdi viy, ta c6 thé viét

4x+11>0

) 2 +6x+8>0
(1) x“+6x+8>0 <> 3
dx+11 > x° +6x + 8.

4x+11 > x> +6x +8
Giai timg bat phwong trinh :
P r6r+8 >0 & x<—4 hofex »>—2;
Ax+11>+60+8 © ¥+ 2-3<0 & -3<x< 1,
Céc gid tri cla x thoa man dong thoi ca hai bit phuong trinh trénlax € (-2 ; 1).
1

L

Viy tap nghiém cia bat phurong trinh (1) 1A 8= (-2 1).

[H2] Giai bat phuong trinh Tog, (x + 1) > logs(2 - ).
3

Cau hoi va bai tap

Giai cdc bat phuong trinh sau :

80. 3)2° s b) 16" > 0,125,
81. a)logs(3x-1)<1; b) log,(3x -1) >0 ;
3
C} lo 2 e 2 21 5 ] - 2,'1'
gt = 3r+6)=-1; d) log; =0

&
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82. a) loga s x +logysx—2<0; b) 2F + 27 =3 <0."
83. a) logﬂﬁi{_rz +x = 2) >logy (x +3);

b) log, (x2 = 6x + 5) + 2log;(2 - x) 2 0.
3

Cau hai va bai tap on tap chuong lI

84. So sanh p va g, biét :

LN e
o[5> ()

1 24
¢) 025" < [5] :

85. Cho x < 0. Chitng minh rang

s g2
I—|+J|+%(2-‘ -27) =3
V 1+J1+?}(_2.r_2—_.-)2 +2"

86. Tinh
a) A = gllugi4+4lug3|2 : b)B = lﬂg ”2 I%’;ﬂj{”f-l !
o %
c) C = logs logs ﬁNi’J 35
%d—lI

n diucan
87. Chimg minh rang log,3 > log;4.

88. Goi ¢ 1a canh huyén, a va b 14 hai canh géc vuéng cia mét tam gidc vuéng,
Chitng minh rang

logy,,.a+log,._, a=2log,, . alog,._, a.
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thod man hé thitc xy' +1 = ¢'.

89. Chirng minh rang hAim sé y = In e

)
In2
clia ((7) tai A cat truc hoinh tai di€ém B. Tinh gi4 tri gin ding ctia dién tich cta

90. Gia sir dé thi ((5) clia him s6 y = cat true tung tai diém A va tiép tuyén

tam gidc OAB (chinh xdc dén hang phan nghin).

91. Ki hiéu M la moét di€ém thude d6 thi ctia haim s6 y = log,v. Trong hai khang
dinh @ > 1 vd 0 < @ < 1, khang dinh nio ding trong méi tredng hop sau ?

Vi sao ?
a) M cdtoadd (0,5:-7); b) Mcodtoadd(05:7):
c) M cdtoadd(3;5,2); d) M cotoadd (3 ;- 5,2).

92. Cac loai cidy xanh trong qua trinh quang hop sé nhan dwoc mét lvong nho
cacbon 14 (mét déng vi clia cacbon). Khi mét bo phin ctia mét cdi ciy nao dé
bi chét thi hién twgng quang hop cling ngung va né sé khoéng nhan thém
cacbon 14 nita. Lwrong cacbon 14 ctia bé phéin dé s& phan huy mét cach cham
chap, chuyén hoa thanh nito 14. Bi€t rang néu goi P(f) 1a s6 phin tram
cacbon 14 con lai trong mét bé phan cia mét cdi cay sinh truong tir 1 nam
trirde diy thi P(r) dige tinh theo cong thire

i

P(t) = 100.(0,5)3730 (%),

Phin tich mét miu gé tir mét coéng trinh ki€n tric ¢, ngudi ta thiy lwong
cacbon 14 con lai trong mau gb dé 14 65%. Hiy xdc dinh nién dai clia céng
trinh kién tric dé.

93. Giai cac phuong trinh :

1,_+3 x+17
a) 327 = 0,25128" ; By 51 =10 22 5
C'} 4.1‘ i 31—05 s 3I.+Uj' i 22.1‘—[ . d) 34.'-'+3 o 321'1’5 =2 28 - Elogz JE

94. Giai cac phuong trinh :

a) Iﬂgs(logg.j x—3logysx+5)= 2; b)logy(4.3" -6)—logy(9" - 6)=1;
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c)l- %Iog(?,r— )= %Iug(.r— 9); d) élugz(.r— 2)- % = log, ¥3x-5.
g
95. Giai phuong trinh
gt =1,
96. Giai cdc hé phrong trinh :

log,(x = ¥) = 5=log,(x + y)
a) {logx — log4 _ e b)
logy—log3  ’

2log,x -3 =15
3 log, x = 2log, x + 3",
97. Giai cdc bat phwong trinh :

l=loggx 1

: al i s
) T Toes 3 bﬂ%%@ 36") 2 -2 ;
2

c) log, (.rz —6x +18) + 2logs(x - 4) < 0.

]

Baitap trac nghiém khach quan

Trong mdi bdi tdp dudi ddiy, hdy chon mét phitong dn trong cdc phiwong dn da
cho dé ditoc khiang dinh diing.

98. Gid tri biéu thitc log, 36 - log, 144 bang

(A)=4a; (B)4; (&)=2; (D) 2.
99. Bictlogg va = 2 thi logg @ bang
(A) 36 (B) 108 ; (©6; (D) 4.

100.Tép cac s6 x thoa man logy ,(x —4)+ 120 la
(A) (4340) 5 (B) (456,5) ;5  (O) (=0:6,5); (D) [6,5;+x),

) 4x 3 2=x
101.Tép cdc s6 .x thoa méin [E] < (E) la

2 2 2 2
(A) [—m; 3} ; (B) |:—§;+m] ; (O (—w;g} ; (D) [E ;+c=0] ;
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102.Gid trj bidu thite 3log,, 10** bang

(A) 08 ; (B)72; e T (D) 72.
103.Gi4 tri biéu thite (0,5)log, 25 + log,(1,6) bang
(A)1; (B) 2; (e 3 (D)5,

log, 240  log, 15

104.Gi4 tri biéu thifc + log, 1 bang

(A) 4; (B) 3; (O 1 (D) - 8.
2x=1 3 2=x
105.T4p cac s6 x thoa min [3] < [3] la

(A)[3;40); (B)(-»;1]; (O[1;4m); (D) (400 ;—0m).
106. D6i véi haim s6 flx) = G p
b
(A) f[%] =e? ; (B) f"[£)= 2 ;

(©) f[%] =3 ; (D) f(%) = 3.

107. D61 véi ham s6 y = In Y ta co
X
(A) xy'+1=¢" ; (B) xy +1=-¢" ;
(C) xy-1=¢"; (D) xy'— 1 =—¢".

108. Trén hinh 2.13, d6 thi ciia ba haim s&

X X n X
y=da ,y=bhvay=c

(a, b va ¢ 1a ba s6 duong khac | cho trude)
dirge vE trong cling moét mat plﬁlng toa do.
Dua vao dé thi va cdc tinh chat cta luy
thira, hdy so sdnh ba sé a, b va c.

(A) a>b>c ; (Bya>c>bh;

(C) c>b>a; (D)b>c>a.

Hinlh 2.13
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109. Trén hinh 2.14, d6 thi cia ba him s&
y=log,x,y=log,x vay=logx

(a, b va ¢ 1a ba sé6 dwong khic | cho trwde) duoe vé trong cung moét mat
phang toa d6. Dua vao dé thi va cdc tinh chat clia 16garit, hiy so sinh ba s6 a,

b va c.
(A) a>bzc ; (Blesazb;
(C) bza>c¢c (Dye>b>a.

110. Phwong trinh log,4x —log, 2 =3

2
¢6 bao nhiéu nghiém 7
(A) 1 nghiém ; (B) 2 nghiém ;
(C) 3 nghiém (D) V& nghiém.

Hinh 2.14

134

timdapan.com



135

timdapan.com



NGUYEN HAM

1. Khai niém nguyén ham

136

Bai todn mo dau. Van t8c ctia mot vién dan duoe ban 1én theo phuong thang

ditng tai thoi diém 1 14 v (1) = 160 — 9,87 (m/s) (coi ¢ = 0 12 thoi diém vién dan

dirge ban lén). Tinh quing dudng di duoc ctia vién dan ké tir khi ban lén cho

dén thai diém 1.

Goi s(7) 14 quang dudng di duge clia vién dan sau khi ban duoge r giay.

Ta di bi€t v(r) = 5/(r). Do dé ta phai tim him s6 s = s(¢) thoa man diéu kién :
s(H) =160 — 98¢ .

Nhiéu van dé ctia khoa hoc va Ki thuat da dan t6i bai todn sau day

Cho ham s6'f xdc dinh trén K, o dé K la mét khodng, mét dean hodc mot mra
khodng ndao dé. Hay tim ham sé F sao cho F'(x) =fix) véi moi x thudc K.

DINH NGHIA

Cho ham s6 f xdc dinh trén K. Ham s6 F duge goi 1a nguyén ham
cua f trén K néu F'(x) = f(x) véi moix thudce K.

CHUY
1) Trong truong hop K =[a; b], cac dfmg thirc F'(a) = f(a),
F'(h) = f(b) duoce hiéu la

lim 290 =@ _ ¢4y va 1im £=FO)

: = f(b).
x=a" X— x—=h" X =i

2) Cho hai ham s6 f va F lién tuc trén doan [a; b]. Néu F la nguyén

ham clia f trén khodng (a; b) thi ¢6 thé chimg minh dwge rang

F'(a)= f(a)va F'(b) = f(bh), do d6 F ciing 1a nguyén ham cua f

trén doan [a : b].
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Vidul

3
u a "r w = % * % - & .
a) Haim s6 F(x) = 3 la nguyén ham cuna ham sé f(x) = v2 wén R vi
1'3 I )
'T = x" véimoix € R.
u ') " & n * n AP I- 8 »
b) Ham s6 F (x) = tanv la nguyén ham cua ham s6 f(x) = 5— tén khoang
cos” x
['}I'JIJ‘“ y L 6 o E['ﬂﬂ)
——; = | vi(tanx)' = véimoi x € | ——= ;= |.
ik CORL ¥ 2

¢) Haim s6 F(x) = 3 ¥ 1A nguyén ham cua ham s6 f(x) = 'Jl._ trén nira

khoang [0 ; +o0) vi F'(x) = s/: véi moi x € (0;490) va ca hai hAm sé fva F
déu lién tuc trén [0 ;+0) .

H1| Cac ham s6 F(x)=-2cos2x va F(x)=-2cos2x+2 la nhimg nguyén

ham ciia ham so nao ?

DINH LI 1

Gia sir ham s6 F 12 mot nguyén ham cta ham s6 f trén K.
Khi dé

a) Véi méi hang s6 C, ham s6 y = F(x) + C ciing 13 mot
nguyén ham cua f trén K.

b) Ngwoe lai, véi méi nguyén haim G cta f trén K thi tén tai
mot hang s6 € sao cho GG (x) = F (x) + C v6i moi x thuée K.

Chitng minh

a) Gia st G (x) = F(x) + C. Khi dé GG'(x) = F'(x) =f (x).

b) Bat Hx) = G(x)-F(x), tacO H'(x) = G'(x) = F'(x) = f(x) = f(x) = 0 vé&i
moi x € K. Vay H 1a him s6 khong do6i trén K, tire 1a H(x) = C v6i C 13 mét

hang s6. Suy ra G(x) = F(x) + C véimoi x € K. O
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Vi du 2. Tim nguyén ham F cua ham s6 f(x) = 3x? trén R thoa man diéu
kién F(1) =-1.

Giai. Dé thiy y = X 1A mot nguyén ham cua ham s6 f(x) = 3x* nén nguyén
ham F can tim c6é dang F(x) = & G

ViF(l)=-1 nén 1P +C= -1, suyraC=-2.Vay F(x) = =3

e Tir dinh 1i 1 ta thiy néu F 1a mét nguyén ham cua f trén K thi moi nguyén

ham cta ftrén K déu cé6 dang F(x)+ C vé6i Ce R. Viy F(x)+C, Ce R

12 ho tdt ca cdc nguyén ham cuaf trén K.
Ho tét ca cdc nguyén ham ctua f trén K duge ki hiéu I%t'l‘f{.r)d..r . Viay
[feode= Fy+ ¢, CeR.
Ngudi ta ciing dung ki hiéu I f(x)dv dé chi mét nguyén ham bat ki ctia f.
Vay
([fdr) = fx).
(Vé ki hiéu I f(x)dv xem bai Em cé biét : "Ngudn gbc cua ki hiéu nguyén
ham va tich phan" tr. 157).

e Ngudi ta di chitng minh duge rang : Moi ham sé'lién tyc trén K déu c6
nguyén ham trén K.

e Tir day, trong céc bii todn vé nguyén ham ciia mét haim s6, néu khéng néi gi
thém, ta luén gia thi€t rang ham sé dé 1a lién tuc va nguyén ham ctia né dwoc
xét trén moi khoang (nira khodng, doan) x4c dinh clia him s6 dé.

2. Nguyén ham cua mot s6 ham sé thuong gap
Bai toan tim nguyén ham la bai toan nguge vdéi bai toan tim dao ham. Viéc
tim nguyén ham ctoa mét ham s6 thuong duoc dua vé tim nguyén ham cua cédc
ham s6 don gian hon. Sau day la nguyén ham cua mét s6 ham s6 don gian
thirong gap.
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1) _[Oclr = jd:f = J'lda' =x+C;
,I'CHI
o+ 1

2) I,r“'d:r = +C (@ #=1):
3) I%dr =Inlxl + C ;

4) Vé&i k 1a hang s6 khéc 0

cos kx

a) J-sin kxdy = - +(

sin kx e
A_ k]

b) Icos kx dx =

kx
kv y.. _ € T
c) Ie dv = yalia Ca
) a® )
d) Ia' di =—+C (O<a#1);
na
|
5) a) —dx =tanv + C ;
'l-r:c-s.‘Z X

|
b) | ——dx =—cotx + .
J'sinz X

Ta dé dang chitng minh cdc céng thifc trén bang cach tinh dao ham vé& phai.
sinkx

Chang han, vi { ] = coskx nén ta co céng thirc 4) b).

Vidu3
4, _ 4.5
a) J'4.1. di = g.\ + (.

3
s+l

1 2
L L B i e B R
b) _[J.Td.\—-j.\ de = ] +l+(,uT+( =i X+ C.
2 2
sin=
R TR
c) ICDSQ dy= T = 231112 + C.

2
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|
H2| 7in a) |—dv ; b) |sin2xdy.
fras o]

3. Mot so tinh chat co ban cua nguyén ham

140

DINH Li 2

Néu f, g la hai ham s6 lién tuc trén K thi
a) [[f(x)+g(ldy = [ fx)dy + [g(x)dy;
b) V&i moi s6 thire £ # 0 tacd

[k Cordx = k[ Fxydx.

Chitng minh. a) Ta cin chitg té rang v€ phai 12 mét nguyén him cha f + g.
That vay ta cé

”f(.r}dr + I,q(.r)dr)' = (J-f'(.r)dr)'+ (Jg(.\’]dt]' = f(x)+ g(x).
b) Chirng minh tuong tur. O

Dira vao nguyén ham ctia cde ham s6 thudng gap va van dung hai dinh Ii trén
ta c6 thé tinh dwoe nguyén ham ctia nhiéu ham sé khac,

Vidu4. Tim

a) j[% + %J dv ;

b) I[.r - l}(.‘f4 + 3x)dx ;

C) J'sinz.r dx.

Gidi
a) I[£+ ] I > dx +I—d\
L = 3 LS
= IEIA'Z dv + 2,["" 2dy = %_1'2 ™ 4C
= %J\T +4x + C.
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1.

Y

b) I(,l' - I}[Id' + 3x)dx = I(.rj —xY 13,2 - 3x)dx
= _1*5 dx - [x* de + j3,r2 dv - I 3x dy

N b . X’ b 3 ’
6 : 2

5
c) J.Sin;E xdx = I#dx = %Idr — %Icosz.t'd.\' = %— su‘f.t + (.

H3| 7im
a) j(.rj' +2x2 - 4ydy b) Icosz xdv.

~ Tm - L ~
Cau hoi va bai tap
Tim nguyén ham clia cac ham s6 sau :

a) f(x)=3x? + % ; b) flx) = 20— 5x + 7 ;

1
¢) f(x) = LE— i —% i A= x5 e) f(x)=10%".
X
Tim

a) J'('J-?'F %/I)d-l' ; b) IMCL'& 3
X

c) Idsinz xdx ; d) IHCTMd.\'.

Chon khang dinh diing trong cdc khang dinh duéi day :
Nguyén ham ctia haim s6 y = xsinx la

(A) ¥ sin'—; +C ; (B) —xcosx + C ; (C) —xcosx + sinx + C.

4. Khang dinh sau ding hay sai ?

Néu £(x) = (1- +fx ) thi j fx)dx = =x + C.
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MOT sO PHUONG PHAP TiM
§ NGUYEN HAM

1. Phuong phap doi bién sé
Co s& ctia phuong phap déi bién sé 1a dinh i sau day.

DINH LI 1

Cho ham s6 1 = u(x) c6 dao ham lién tuc trén K va ham s6 y = flu)
lién tuc sao cho f[u(x)] x4c dinh trén K. Khi dé nfu F 13 mét

nguyén ham cua f, tirc 1a If{u)dn = F(u) + C thi

_[f[f;{,l')]r#'(,t')dr = Flu(x)]+ C. (1)

Chitng minh

Theo quy tac tinh dao him clia ham s6 hop, ta cé
(Flu(x)] + C)' = F'[u(,r)]u'(_r] = f[rr(.r)]u‘{x}.
Viy tacd (1). O
CHILY
Trong thire hanh, ta thudng viét tat Flu(x)] 12 F(u) ; flu(x)] 1a flu)
va coi di 1a vi phan cia ham s6 u = w(x) (nghia 1a du = du(x) = 1/'(x)dy).
Khi dé, céng thite (1) duge viét nhur sau :
Jj"[u{,r)]u '(x)dx = _[f [n(.r]]du{.t) i jf(u}dzf
= Flu)+ C = F[rr{.r)] + (. (2)

Ta néi da thue hién phép déi bién u = u(x).

Vidu 1. Tim I{Q,r i l)'1 dx.

142

timdapan.com



Gidi. Tacé (2x + ) dy = l(z,r + D v+ 1yde= i(z,l.— + DdEx + 1.
Bat u=ailx)= 2x%1. Ap dung cong thire (2), ta co
_[{21 + l) dx = _[—(21 + l} d2x+1) = _[—H dy = IH du

= %-%nj = ﬁ(z,\- %l ¥

[H1] 7im [2x2 + 1) ax.
2x
Vidul. Tim | ———dux
J.'a_ri +4

Giai. Ta cé

2xdx (w: + 4)' :

dv =(x2 + 4) 3d(x? +4),
T2ra Yt+a

bat u = x5 el Ap dung céng thite (2), ta ¢6

I ik
J'y% dv = j(.1'2 +4) 3d(x® +4) = In 3 du

2
= %HE +C = %{xz + 4)

Vidu 3. Tim [cos (7x + 5)dv.

Giai. Ta cé

2
o i

cos(7x + 5)dx = %cus{?.r +8)Tx+5)de = %cos(?-r + 5)d(7x + 35).

Pat u = 7Tx + 5. Céng thire (2) cho ta
Icos(?.r + S)dx = lei-cos{?.r + 5)d(7x + 5) = I—,t;cosudu

1
—_I.- sinu+ C = -]—,—5111(?1 +35)+ C.

Vi du 4. Tim jesm'r cos.x dx.
Giai. Ta cé
Y cos xdy = e d(sin ) .
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bat w = sinx. Céng thire (2) cho ta
J'EE"I“ cosxdy = je“'” d(sinx) = _[e" du=¢€" +C=¢e"" +C.

[H2] 7im J‘.wlﬂl dx.

2. Phuong phap lay nguyén ham timg phan

144

Co s0 cua phuong phap 1y nguyén ham timg phan 1a dinh 1i sau déy.

DINH LI 2

Néu u, v 1a hai ham s6 c6 dao ham lién tuc trén K thi

Intr}v'( x)dx = ulxv(x) - I‘.-’(,‘.']In‘l[.‘.‘) dx.

Céng thitc trén goi 1A céng thite ldy nguyén ham ting phdan (goi tat 1a céng
thite nguyén ham ting phdan) va duge viét gon dudi dang

Iudr = uy — J\-‘du.
Chitne minh
Ta can chitng to vé phai la mot nguyén ham cua wv'. That vay
(H(,r)'.’(,r} — j-.-'(_r}u'[_r}ctr)' = u(x)v'(x) + v(x)u'(x) - (Iv(,r)u'(,r}d,r)‘
= u(x)v'(x) + v(x)u'(x) = vix)u'(x) = ulx)v'(x). |
Vidu 5. Tim j.\' cos xdu.
Gicti
Pat u(x) = x, v'(x) = cosx. Khi dé u'(x) = 1, v(x) = sinx (chi cin liy mét
nguyén ham ciav'). Theo céng thite nguyén ham tirng phan, ta cé
I.t'cc-s xdyr =x sinx —_[sin.r dx =x sinx +cosx+ C.
Vidu 6. Tim nguyén ham ctia ham s6 y= ln..
Griai
Pat u = u(x) = Inx, dv = dx. Khi dé du = Ld‘r. v = v(x) = x. Theo céng
X

thite nguyén ham timg phan, ta ¢

|
_[ln.\‘ dx = xlny - IJ.‘ —dx =xlny - I:ir =xlnx-x+C.
X
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H3| Tim nguyén ham ciia ham sé fix) = '—;e

2x

(Huong dan. Dat u(x) = % .

Cau hoi va bai tap

5. Dung phuong phap déi bién s6, fim nguyén ham clia cdc him s6 sau ;

Ox?

a) f(x) =
1-x
|

b ._- = e—
c)f(x) = .1'\44 -

(Huéng din. Dat u = 1- x7) ;
(Hiwong dan. Dat u = Sx +4);

(Huwéng dan. Dat u = 1 - x?);

d) f(x) = —=———==— (Huong dan. Bat u = 1 + \E)

Jr(1+x)?

6. Dung phuong phdp 1y nguyén ham tirng phin, tim nguyén ham cia cdc ham

sO sau ¢

i oK
a) f(x) = xsin—;
)f() = xsin>

) f(x)= xe’;

b) f(x) = x2 cosy :

d) f(x)= x> In(2x).

Luyen tap

Tim nguyén him cia cdc him s6 sau :

7. a)f(x)= 37 - 3y? :
]
Gy - —————— &
e cos’(3x + 2)
. :

nl
8. a)f(x)= x> [;‘— = 1) :

) fx) = x’e" ;

b) f(x) =cos(3x + 4) ;

N R e
d) f(x) = sin 3 0033

b) flx) = L:-*.iﬂlcos— :
¥oox  x

d) f(x) = e¥>*? |
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9. a)f(x)= x%cos2x ; b) f(v) = +x lnv;

S

"

¢} fiix) = sin? xcosx X d) f(x) = ,rcc-s[,rz} :

TICH PHAN

1. Hai bai toan dan dén khai niém tich phan

146

a) Dién tich hinh thang cong

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc va ldy gia tri duong
trén doan [« ; b]. Hinh phang giéi han bai d6 thi
ham s6 y = f(x), truc hoanh va hai dudng thang
x = a, x = bdugc goi la hinh thang cong (phan té
dam trong hinh 3.1).

Bai todan dat ra la tim cong thirc tinh dién tich
cua hinh thang cong.

Bdai todn 1

Cho hinh thang cong gidi han bdi doé thi him s8 y = f(x), truc hoanh va hai
dudng thang x = @, x = b (a < b). Gia sirf 13 ham sé lién tuc, dong bién va

nhan gid tri dwong trén doan [« ; b]. Chimg minh rang dién tich § cta hinh
thang cong dé la

S = F(b) - F(a)
trong dé F la mét nguyén him bét ki cta f trén doan [a ; b].
C'hitng minh
Ki hiéu S(x) (a < x < b) la dién tich hinh thang cong gidi han b&i dé thi
him s6 y = f(x), truc hoanh, dwdng thing x = & va dudng thang di qua

di€m x trén truc hoinh v vuéng géc véi truc hoanh (h.3.2). Nhir viy, ta cé
mot ham s6 y = S(x) xdc dinh trén doan [a ; b].
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Trude hét, ta chimg minh v = S(x) la mé6t nguyén ham ctia ham sé vy = f(x)
trén doan [a ; b]. That vay, gia sir x, 12 mét di€ém tuy ¥ ¢6 dinh thude khodng
(a;h). Xétdiém x € (x, : b].

Khi d6 S(x) = S(x,) 1a dién tich hinh thang cong MNEQ (h.3.3).

Yi
y=£x) /y=Ffx)
£x) F_E
fixy) 3
x 0 a M Nb X
Hinh 3.2 Hinh 3.3

Do f 12 ham déng bién nén hinh thang cong MNEQ nam trong hinh chir nhat
MNEF va chira hinh chir nhit MNPQ. Vay

Suneo < Suneo < Smner

tire 1a Jflxg Mx = xg) < 8(x) = S(xg) < f(x)x = xg),
suy ra flxg) < w f(x). (1)
o
Vi lim f(x) = f(xy) nén tir (1) ngudi ta chimg minh duoc
.\'—’.T{.
i D)= S(x) Fx).
=y X7 X
S(x)— S(x
Twong twrvéi x € [@; xp), taciing cé lim M = Fxy)
A=y X = *"'{J
=
Viy lim M flxg) hay 8'(xp) = f(xg).
x=x; X Xp

Vi xp la tuy y thuoée (@:bh), nén suy ra 8'(x) = f(x) véi moi x € (a;b).
Tuwong tu, ta ¢6 : 8'(a)= f(a),S'(b)= f(b). Viy ham s6 y = S(x) la mot
nguyén ham clia f trén doan [@ ; b]. Thanh thir tén tai hing s6 ¢ sao cho
S(x)= F(x)+ C.
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Dé thay § = S(b) — S(a).
Do dé § = 8(b) - S(a) = (E(b) + C) = (F(a) + C) = F(b) - F(a). O
EI Tinh dién tich hinh thang cong gidi han bdi dé thi ham sg y = il truc hoanh
va hai duong thangx =1 ; x = 2.
b) Quiang dudng di duoc cia mot vat
Bdi todn 2
Gia str mét vat chuyén déng c6 van t6c thay déi theo thai gian, v=f1) (0 <t < T).
Chimg minh rang quing dudng L vat di duge trong khoang thoi gian tir thoi
diémi=a dEnthoidiém r=h(0<a<h<T) i

L =F(b) - F(a),
trong dé F 1a mét nguyén ham bat ki eua f trén khoang (0 ; 7).

Chitng minh

Goi s = () 1A quing dudng di duge cha vat cho dén thai diém 1. Quing dudng
vat di duoc trong khoang thdi gian tir thoi di€ém ¢ = a dén thdi di€ém ¢ = b I
L = s(b) — s(a). Mit khdc, ta da biét s'(r) = f(r), do d6 s = s(r) |a modt nguyén
ham ctia f. Thanh thir, tén tai hiang s6 ( sao cho s(1) = F(r) + C. Vay

L = s(b) —s(a) = [F(h) + C] = [F(a) + C] = F(b) - F(a). O

2. Khai niém tich phan

148

Trong khoa hoc va ki thuit, ¢6 nhiéu dai lwong quan trong duoe biéu thi bang

hiéu F(b) — F(a) trong d6 F la mét nguyén ham cua him sé f nao dé.

DINH NGHIA

Cho ham s6 f lién tuc trén K va a, b 1a hai s6 bat ki thuée K. Néu
F1a mét nguyén ham ctuaf trén K thi hiéu s6

F(b)— F(a)

duroc goi la tich phan cua f tira dén b va ki hiéu Ia
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b
Trong trudong hop a < b | ta goi jf (x)dx [a tich phan cua f trén doan [a ; b).

il

I

E Ching minh rdng I fx)dx lamét sé khéng phu thuée vao viéc chon nguyén
i

ham F nao trong ho cac nguyén ham cdaf.

G ; .
Ngudi ta con diung ki hiéu F(.r)l(: dé chi hiéu s6 F(bh) - F(a). Nhr viy néu
F 1a mét nguyén ham cia f trén K thi

h
[feode= Foof. .

o

Vi _[ f(x)dx 13 mét nguyén him bat ki cia f nén ta ¢

Al

b
[ Fodx = ([ Fody)

[

Neguoi ta goi hai s6 @, b 1a hai cdn tich phdn, s6 a 1a can dudi, s6 b 1a can trén,
f1a ham 56 dudi ddu tich phdn, f(x)dv 1a biéu thitc didi ddu tich phdn va x 1a
hién s6'ldy tich phan.

CHUY

Déi véi bién sé 1ay tich phén, ta ¢6 thé chon bat ki mot chir khac

thay cho x. Chang han, néu sir dung chit ¢, chif u,... ]am bi€n s& 1ay
tich phan thi

h I
j f(Hdt, j' F(u)du, ... déu la mot s6 va s& dé bang F(b) — F(a).
(7]

¥
5
= ] e H 5 — - 5 -
Vidu 1. I;d\ = 111[|_1|) |3 =In5-1n3 = lng ;
3
4

o - (2
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Véi dinh nghia tich phan, bai todn 1 ¢é thé phat biéu lai nhur sau :

Cho ham s6 y = f{x) lién tuc, déng bién vi nhan gid tri dwong trén doan [a ; b].
Khi dé dién tich § cta hinh thang cong gidi han boi dé thi ham s6 y = fix), truc
I

hoanh v hai dudng thang x=a, x=h 1A § = _[ f(x)dx.

i

Téng quit, ngudi ta chimg minh durge

150

DINH LI 1

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc, khéng am trén doan [a ; b]. Khi
dé dién tich 8 cia hinh thang cong giéi han boi dé thi ham s6
y = f(x), truc hoanh va hai dudng thang x = a, x = b la

N = :‘if(.r) dx.

[

[H3] Mot vat chuyén dong vei van téc thay déi theo thoi gian v = f(t). Ching minh

rédng quang dudng ma vat di duoc trong khoang thoi gian tir thoi diém a dén thoi
b

diém b I _[ f(rydr.

o
Vi du 2. Mét 6t6 dang chay v&i vin téc 20m/s thi ngudi 1di dap phanh (con

n6i 1a "thang"). Sau khi dap phanh, 6té6 chuyén déng cham dan déu véi van tée
(1) =—40r + 20 (m/s), trong do 1 1a khoang th&i gian tinh bang giay ké tir lic

bat diu dap phanh. Hbi tir liic dap phanh dén khi dimg han, 6t6 con di chuyén
bao nhiéu mét ?

Giai. Ly méc thoi gian 13 lic 6t6 bat ddu dirge phanh. Goi T 1a thai diém 6t6
dirng. Ta ¢c6 v(T) =0 suy ra 20 =407 hay T = 0,5. Nhu vay, khoang thai gian tir
liic dap phanh dén khi dirng han ctia 6t6 4 0,5 giay. Trong khoang thai gian 0,5
gidy dé, 6t6 di chuyén diroc quing dudng la

0.5 }
L= [ (20 - 40ndr =(20r - 201%) E‘” = SR
0
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3. Tinh chat cua tich phéan

Cic tinh chét co ban clia tich phan duge phat bi€u trong dinh 1i sau day.

PINH L 2

Gia sit cdc ham s6 [, g lién tuc trén K va a, b, ¢ 14 ba s6 bit
ki thuéc K Khi déta cé

) T.fu-)dr =0 ;
2) }ff.u-)dx- = —Tf(.r)dr :
If(n)da ' jf V)d = ffmcu ;
4) j'[,f(r) + g(0)]dx = j.ft.rmr + j g(x)dx

i i

h fi
mjﬁunn=gﬁmﬂmvakeﬁ,

Chirng minh. Ta chitng minh cdce tinh chat 3) va 4).
Gia sir £ 1a mot nguyén ham ctia f.
3) Tacd

I ¢
Iﬂﬂm+jﬂﬂ¢r F(b) — F(a) + F(c) - F(b)
i h

= F(c) - F(a) = jf(_r]ch-.

4) Ap dung dinh Ii 2 ctia §1 ta ¢

I )
i+ gt = ([[700+ goar)| = (] reoar)] +(fecoar)
h h
= i‘.f(.r]dr +Ig(.r}dr. O
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Hay chung minh céc tinh chét 1), 2) va 5).

3 3
Vi du 3. Cho j’ flx)dy = =2 va J‘g(_r}drz 3.
| |
Hay tinh
3 3
[3f(x) - g(0)]dv va j[ﬁ— 4£(x)]dv.
| |

Griai

3 3 3
J.[3f[-1') - g(x)]dx = SIf{,n')dr - Ig{_r)dr =3 =5 =0
| 1 1

3 3 3
[15-4£(01dx = 5[dv - 4 f(x)dx =52 - 4.(-2) =18,
l

H5| Tin b néu biét rang

i)
I(Z.\'— Hdx=0.
0

~ q - - .- - Lal
Cau hoi va bai tap
10. Khéng tim nguyén ham, hay tinh cic tich phin sau :

4 2 3
a) I[l + 3] dx ; b) I|1| e c) I\JQ ~ x% dv.
-l A

2

Huéng dan. Ap dung dinh 17 1.
5

2 3
11. Cho biét j Flx)dx =-4, j Ff(x)dy =6, j g(x)dv = 8. Hiy tinh
I | |

5 2
a) If{_r]d,r : b) I3f(e‘l‘)d‘l' ;
2 I
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3 3
¢) [[f(x) - g(0)ldx ; d) [[4£(x) - g(0)]dx.
| |

3 4 4
12. Cho biét j f(2)dz =3, J‘ f(x)dy = 7. Hay tinh J' £(1)d.
0 0 3

b
13. a) Chiing minh rang néu f(x) = 0 trén [a ; b] thi j f(x)dx = 0.

i

h h
b) Chimng minh rang néu f(x) = g(x) trén [a ; b| thi I f(x)dx = Jg(_r) dx.
el

I

14. a) Mot vat chuyén déng véi van tée v(r) = | — 2sin 2¢ (m/s). Tinh quing dudng
vat di chuyén trong khoang thdi gian tir thdi diém r = O(s) dén thdi diém

§i= 3ZT‘H{S}.

b) Mot vat chuyén déng cham din véi van tée v(r) = 160 — 10¢ (m/s). Tinh
quing dudng ma vat di chuyén duge tir thdi diém ¢ = 0 dén thoi di€m ma vat
dirng lai.

15. Mot vat dang chuyén dong véi van téc 10m/s thi tang téc véi gia t6c

a(t) = 3t + 12 (111,"52). Tinh quing dudng vit di dwoc trong khoang théi gian
10 giay ké tir lic bat diu tang téc.

16. M6t vién dan duge ban lén theo phuong thang dimg véi van téc ban diu 25m/s.
Gia téc trong trudng 1a 9.8m/s’.

a) Sau bao lau vién dan dat t&i d6 cao 16n nhat ?
b) Tinh quing dudng vién dan di dwoe tir lic ban Ién cho dén khi cham dit
(tinh chinh xdc dén hang phan tram).
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TiINH GAN BUNG TICH PHAN VA KHAI NIEM
TONG TiCH PHAN

Tinh gan ding tich phan

h
T dinh nghia tich phan ta thdy muén tinh tich phén If{.\'}ch' thi phai tim dudc mot
nguyén ham F cla f. M&c du nguyén ham nay chac chan ton tai nhung frong nhiéu
trudng hop ta khang thé tim dugc bigu thitc tudng minh clia F(x) qua cac ham so cép
da biét. (Chdng han, ngudi ta da chimg minh rang nguyén ham clia cac ham sé
L3 sin x

y=eg % , y= . y=+1+x", ... khéng thé biéu dién qua cac ham so cép da

x N

h
biét.). Trong nhiing truéng hop nhu vay, viéc tinh diang tich phan If(.r)d:.‘ la khéng
o
thé thuc hién dugc. Vay cb thé tinh gan ding tich phan dé dudc khong ?
a) Cho ham sé y = fix) lién tuc va lay gia tri duong trén doan [ ; b]. Xét hinh thang
cong H gidi han bdi dé thi ham s& y = f(x), truc hoanh va hai dudng thdng v =« ,
x=h (trén hinh 34, ham s f(x)=5- .1'2, a=—-1,b=2). Goi¥§ la dién tich cla H.
b
Theo dinh I 1 ta c6 § = J' Flx)dr .
e
Véi mdi s6 nguyén duong n, ta chia doan [¢; h] lam n doan con bang nhau béi cac

h=ua b-a
ey Xp =a+ k =

Dung céac hinh chir nhat B, vdi day |a doan thang [x; : xp4y], chiéu cao la f(x;)
(k=0,...,n -1). Dién tich cla hinh chir nhat B, la f(x.)(x. ., —x.).Goi A la
hop clia # hinh chif nhat By, B,.....B,_; (xem hinh 3.4b véi n = 10) va 5( A, ) la dién
tich clla hinh A, . Tacé S(4,) la téng dién tich clia n hinh chir nhat By.By....B

n=-1°

diém xy =a, xy=a+ g =D (=01, 2., 0)

e |
Vay S(A,)= > fly )0 - )
k=0

Khi s8 diém chia n cang I8n, s& hinh chir nhat By, B,,....B, ; cang nhiéu thi dién
tich S(A,) cla hinh A, cang gan véi dién tich S clia H (xem hinh 3.4c véi n = 20,
hinh 3.4d véin = 30). Vay S = S(4,,) nghiala
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n=1

h
[Feodr =Y Fey ) - 1)
a k=0

1
Hinh H Hinh A
a)

1
Hinh Ay Hinlt Ay
¢) d)

Hinh 3.4

b) Cé thé nhan dugc céng thirc gan ding trén vdi 1ap luan nhu sau : Gid sir mét vat
chuyén déng véi van téc v = fi7). Ta chia khoang thdi gian [a; b] thanh n khoang thdi
gian bang nhau a = 1y < ;< ... <1, = b. V6i n kha Ién thi khodng thdi gian (1, : 2, )
kha bé nén cé thé coi ring trong khoang thdi gian dé vat chuyén déng véi van téc
khéng déi. Khi d6, quang dudng vat di dude trong khoang thai gian (7, ; 1 ) x&p xi
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bang fit, )t 4 — #; ). Thanh thir quang dudng vat di duge trong khoang thdi gian
n-1

[a; b] xdp xi bang Z fltp )ty — 1), Mat khac, ta da biét quang dudng di dugc la
k=0

b

jf(:)dt . Vay ta ¢6

i

n=1

h
[rodt=Y f Xt - 1)
a k=0

2. Khai niém téng tich phan
Mbt cach téng quat, cho ham sé y = fix) lién tuc trén doan [a ; b]. V8i mbi s nguyén
dudng n, ta chia doan [« ; b] lam n doan con bang nhau béi cac diém chia
h—a h-a

Xg=a,x=a+ o X =a+ k g Xp=h (=0, 1, 2050)
n n

Moi doan con déu cd dd dai bang

n=1
Ki hiéu Su = D, Fk1 = X¢)-

k=0
S, dudc goi la téng tich phan cap »# cla ham s6 y = f(x) trén doan [a ; b].
Ngudi ta da chimg minh duodc dinh Ii sau day, goi la dinh Ii cd ban cda tich phan

Binh li
Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a ; b]. Goi S, la téng tich phan cap » cla
ham sé y = f(x) trén doan [a, h]. Khi dé

h
lims, = [ f(dr.

a

h =1
Thanh thir khi n 16n ta cd I f)de=§ = Z Sl W, g
i k=0
Nhu vay téng tich phan S, dung dé tinh x&p xi tich phan. Khi cdp » cang 16n thi téng

b
tich phan §, cang gan véi tich phan If(.r}clr va su xap xi cang tét, dé chinh xac

. a
cang cao.

Cha y. Vé mét lich sir, khai niém tich phan dudc hinh thanh déc lap véi khai niém
nguyén ham. Tich phéan cla ham sé f trén doan [a ; b] dugc dinh nghia la giéi han
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h
clia tdng tich phan cdp n cha f trén doan [a; b]. Pang thirc Iﬂ.r}dr = F(h)- F(a),
i
ma ta dung lam dinh nghia tich phan, dugdc tim ra sau dé bdi hai nha toan hoc Niu-
ton va Lai-bo-nit. Ddng thirc d6 cho ta mdi lién hé giita tich phan va nguyén
ham va dudc goi la céng thic Niu-ton — Lai-bo-nit.

i

NGUON GOC CUA Ki HIEU NGUYEN HAM VA TiCH PHAN

Ki hiéu tich phan la do nha toan hoc thién tai ngudi Birc Lai-bg-nit (1646 — 1716)
dua ra. Tich phan clia ham sé ftrén doan [a ; h] dugc 6ng dinh nghia |a gidi han clia
tong tich phan.
n=1
lim > F ) (Xpesy = Xp ) (1)
k=0
Thai Lai-bo-nit, hiéu x;,; — x, thudng dugc viétla dv, = x, ., — x, do d la chir
dau cla chir La-tinh "diferentia” (hiéu s8). Do dé, gidi han (1) dudc viét lai thanh
n-1
lim z flx ydx,.
k=0
Ki hiéu z (téng s&) cling nhu chir § ¢6 nguén gdc tir chit La-tinh "summa" (cé

nghia |4 téng s&). D4u tich phan _f |4 mét bién dang don gian cla chir S.

b
Ki hiéu J. f(x)dy muén néi rang day la gioi han cda téng cac s6 hang f(x;)dx; .
i
h
Thanh thir, giéi han (1) dudc ki hiéu 14 _[ F(x)dr.
o
]
Céng thirc If(_r)dr = F(_r)[: véi F la nguyén ham tuy y cla f néu lén méi lién hé
&l

gitra tich phan va nguyén ham va ki hiéu If{_r)dr dudc ding dé chi cac nguyén
ham cla f. Viéc coi If(.r}{h* la mdt nguyén ham béat ki clia f dan dén céng thirc true

h

h h
quan va tienlgi la [ f(0dv = | f(_r}dr] Nguai ta con goi [ f(x)d Ia tich phan
il

[t ]

xac dinh va If(.r)dr la tich phan bat dinh (khéng xac dinh) clia ham f.
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MOT SO PHUONG PHAP TINH TiCH PHAN

S
4

1. Phuong phap ddi bién s6

Co s& clia phuong phap déi bién s6 1 cong thic sau day.

i wih)
_[f[u(x)lu (xX)dx = I flu)du, (1)
a mia)

trong dé ham s6 u = uw(x) cé dao ham lién tuc trén K, ham sé
v= f(u) lién tuc va sao cho ham hop f[u(x)] xdc dinh trén K
a va b 1a hai s6 thuoc K.

Cong thire (1) duge chimg minh nhar sau :
Goi F 1a nguyén ham cfa f . Khi d6 vé& phai ctia (1) 1a F[u(h)] - F[u(a)].
Theo dinh 1i 1, §2, vé€ trdi ctia (1) 1a

(F[mﬁ.Jv:j])li1 = Fu(b)] — Flu(a)].
Ta thay vé trai bang v€ phai. Vay (1) duoc chitng minh. O
Céng thiic (1) duge goi la céng thite doi bién s6.

Phurong phap déi bién s6 thuong dioe ap dung theo hai cach sau day.

I
Cdch 1. Gia sir ta can tinh jg[.\:)d,r. Néu ta viét duwoe g(v) dudi dang
i
flu(x)]u'(x), thi theo cong thire (1) ta cé
f w(h)
Ig(x}dr = j flu)ydu .
a tla)
wih)
Vay bai toan quy vé tinh I f(u)ydu. Trong nhiéu trudng hop viée tinh tich
nla)
phin méi nay don gian hon.

2
2
Vidu 1. Tinh j.r e dx.
I
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Gidi

Tl 56 di= %ﬁ"'zd(xz). Patu = x% tacé u(l)=1,u(2) =4. Do dé

4 4 u 0 4
I.t‘e dx-= J.?du = E(e —-e).
| |
3
[H1] Tinh [V2x+3dx bang cach dat u=2x+3.
|

I
Cdach 2. Gia sir ta can tinh J'f{.r)d.\: Dat x =x(r) (re K) va a, h € K thoa
o

min & = x(a), B =x(b) thi cong thirc (1) cho ta
B b
[ fode = [ FIx]x'(dr.
o a

b
Viy bai todn quy vé tinh J'g(r)dr (6 dé g(t) = f[x(#)].x'(1)). Trong nhiéu
i

trueong hop, viée tinh tich phAn méi nay don gian hon.

1
Vi du 2. Tinh j - x?dx.
0

Gidi
. y : . N
Dat x =sint. Ta c¢6 dx = d(sint) = costdf,0=sinOva |1 = 5|n§.
T
1 : 7
Vay I\Jl ~x?dy = Iﬂg‘] — sin’® ¢.costdt.
0 ]
T ( .
Vire |:D : 3} nén V1 - sin®t = cost. Do dé
o hid n
I 2 2 3 -
] ] sin2r {2 =
1—x2dx = |cos?rdt = =[(1 + cos2)dt ==| t + = —
R | (R (T o)

L

*dv

El Tinh I - béng céach dat x = sint.
0 l-x
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9

Phuong phap tich phan tiung phan
Twong tr nhr phwong phéip 1ay nguyén ham tirng phan, ta ciing c¢é phuwong
phap tich phin timg phan. Co s& cia phirong phap nay la céng thire san day.

h y b
IH(.‘.’}I-‘ (x)dy = (u{.r]r(,\'))ll = jl-‘(.\'}u'{.r) de, (2)

trong dé cac ham s6 u, v ¢6 dao ham lién tuc trén K va a, b 14 hai s6
thuodce K.

That vay, theo dinh 1i 2 §2, ta ¢6

I

ju{_r)v'{.r) dxi= (Iu(_r}v '(_1')-::11']

o

h h

= (v - [y )

id il

f
= (H‘(.'.')':’(.".’))E - Iv{.r]u'{ X)dx . O

ol

¥

= (H(.T}l‘{.l’))“: - (Iv(.r)n '(.1’}(1\'][

f]

Coéng thic (2) goi la cong thitc tich phdn tieng phdan va con duge viét

b ]
5]
duéi dang IH dv = {m-‘} o= _[Vdu,
(£
o v

I
Vidu 3. Tinh I_r e'dux.
0

Gidi. Chon u(x) =x,v'(x)=e* . Khidé u'(x) =1, v(x) = €' . Do dé
[ 1
I,re"' dx = (.re"') - Je"' dv =e-(e-1)=1.
0
2

0 o
Vidu 4. Tinh j_r Inxdy.
I

a 2
Giai. Chon u = Inx, dv = xdv. Khidé du = % V= 1? Do dé
. 2
2 2 2
X x 3
{,1 Inxdy = {Tln.r] = _I[Edr = 2In2 - T
|

[H3] Tinn

xsinxvdy,

]

0
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Cau hoi va bai tap

17. Dung phwong phap déi bién sé tinh céc tich phan sau :

CDS "L

-
I A I

a) I\h + 1dr ; I . c) J.r”‘(l + r"‘)3 dr ;
0 0 ]

; B
d] 'i.j—‘ dx M 'E:) I-;L
0

T
5

dv ;) | (1 - cos3x)sin3xdv.
0 (IE = 4)2 .1'2 + 1 -‘ﬂ.

18. Dung phwong phap tich phén timg phin dé tinh céc tich phan sau :

2 1
a) I.\‘:' Inxdy ; b) j(,r +De’ dr
I 0

e cosxdy; d) | xcos.xdx.

[ —
= e o] =]

Luyén tap

19. Tinh a) J’oJrf' + 22+ 5t dr ; b)

xsinxcosxdy.

= e e |

0
= ‘I‘ B3 vy
20. Tinh a) [5(5 - 4cosn)* sindr ; b) [ —
0 P
21. Gia sir F 12 m6t nguyén ham cua ham s6 y = g trén khoang (0 ;
Khi dé jsln21 3
(A)F@)-F(U, (B) F(6) = F(2) ;
(C) F(4) - F(2); (D) F(6) - F(4)

timdapan.com
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22. Chirng minh rang

I I | I
a) J'f{.r)d.r = I_f{l — x)dx ; b) _I.f(.r)dr = -[[f(.r} +f(—.1.')]ci.r,
0 0 -1 0

23. Cho J-f('l.}d.l = 3. Tinh Jf(\)d.t trong cac truong hop sau :
-1

a)f Ia him sé Ié ; b) f 14 ham sé chan.
24. Tinh cdc tich phan sau :
2 3
a) .r2e"'3dr : b) j—::{]nx]z dy ;

V3 £
) f.l'\“ + x% dx : d)j 2e < o : s ‘2[ COS X

l-t-sm\

25. Tinh cac tich phén sau :

Y
E iy
a) _[,rcosz.rd.r ; b) jlﬂ(z 1)
0
™
2 1 .
€) .['1-2 cos.xdr ; d) j--‘-’zﬁjls + 1 dx; €) -I..rz Inx dx.
0 0 ;

UNG DUNG TICH PHAN ,
PE TINH DIEN TICH HINH PHANG

Lo

Trong thue tién cude séng cing nhu trong khoa hoc ki thuat, ngudi ta cin

phai tinh dién tich ctia nhimg hinh phang ciing nhu thé tich cta nhitg vt
thé phitc tap. Chang han :

Khi xay dung mét nha may thuy dién, dé tinh luu lvong clia dong séng ta phai
tinh dién tich thiét dién ngang cua dong soéng. Thiét dién d6 thudong 14 mot
hinh kha phic tap.
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Khi déng tau, cdc ki sir cin xdc dinh thé tich cfia khoang thu cé hinh dang
dac biét.

Truée khi phép tinh tich phin ra doi, véi méi hinh vi méi vat thé nhur vay
ngudi ta lai phai nghi ra mét cach dé€ tinh. Sur ra doi cha tich phan cho chiing
ta moét phwong phap téng quat dé giai hang loat nhimg bai to4n tinh dién tich
va thé tich néi trén.

Trong §5 ta néi vé img dung tich phan dé tinh dién tich hinh phang va trong
$6 néi vé trng dung tich phan dé tinh thé tich vart thé.

Trong dinh 1i 1 §3, ta da bi€t : Néu y = f{x) 1a mé6t ham lién tuc va 1y gid tri
khéng am trén doan [« ; b] thi dién tich S clia hinh thang cong gidi han bai d6
thi him s6 y = f(x), truc hoanh va hai dudng thang x = @, x = b 1a

S = }f(x)dr.

Viéc tinh dién tich hinh phang giéi han béi cic dudng cong thudng dwge quy
vé tinh dién tich cta hinh thang cong bang c4ch chia hinh phang dé thanh mét
s6 hinh thang cong.
Vidu 1 (Dién tich hinh elip). Tinh dién tich ctia hinh phang giéi han béi elip :
2 2
X y
—+=—=1(a>b>0).
at b2
Gidai
Ta tinh dién tich § etia m6t phan tir hinh elip
nam trong gbéc phin tu thit nhit. D6 14 mot
hinh giéi han boi d6 thi ham s6 y = = at-x*,
truc hoanh, truc tung va dirdng thang x = a (h.3.5).

Hinl 3.5
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i

b
Vay s = -I.E a2 — x? dx.
0

Ta tinh tich phéin trén bang phuong phap déi bién s6.

Dat x = asint. Tacd

. . . . I
dx = d(asint) = acostdt, 0 = asin0 va a = asmE.

Do dé

'\/uz — a’sin’ t.acostdt

£
_[\J'ﬂz - .\'2 dx =
0

=i A

az cos‘)' tdt

'q‘az C032 t.acostdr =
. m u
(vit € [OE} nén 'Jcoszr = cos!t ).

Il
T ey 1 |

m

T
> _ b
I/ 2t )2 bn
Suyra¥§ = fr-’?_“cusgrclr - %—}[r + S”; ] w5 ”4}
0

Viy dién tich hinh elip 1a 45 = nab.
e Mot cich téng quat, ta cé

Néu ham s6 y = f{x) lién tuc trén doan [« ; b] thi dién tich § cua
hinh phang gi6i han bai dé thi ham s6 y = f{x), truc hoanh va
hai dudng thangx =a,x = b la

s= [lfeo]ax. (1)

Vi du 2. Tinh dién tich § cfia hinh phang giéi han b&i dé thi ham s6

y= s duong thang x = 2, truc tung va truc hoanh.
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Gidi. (h.3.6) Dat f(x)= x> = 1.

Tathay fix) <0 tén [0; 1] vafix) =0
trén [ ; 2].

Theo cong thite (1), dién tich § cha
hinh dang xét la

2
§= J'I,r‘ — )ax

0
| 2

= I(I a.\'s)dr-i-j(_\'j ~ 1)dvx
0 |

T T

AT R 2

[H1] 7im dién tich hinh phéng giéi han

bdi d6 thj ham s6'y = 4 - x2, duong thing
x =3, truc tung va truc hoanh.

e D¢ tinh dién tich § clia hinh phang
gidi han boi dé thi cdc ham s6 v = f(x),
y = g(x) lién tuc trén doan [« ; b] va hai
duomg thang x = a, x= b (h.3.7), ta ¢
cong thire sau :

b
= [[F(o) - g dx. (2)

i

Vi du 3. Tinh dién tich § cua hinh
phang gidi I}z}n bdi parabol y = 2 — x?
va dudng thang y = —x.

Gidi (h.3.8)

Truée hét, ta tim hoanh dé giao diém

cic db thi cta hai him sé di cho bang

cich giai phwong trinh 2 — x° = —x,

Taco

2-x=xox=-1vax=2.
Hinh phang dang xét gisi han boi cdc dé
thi cua hai hAim sé y = 2 - X2, y=—x

va hai dwong thang x = -1, x = 2.

12 =
I 4

Hinh 3.6

y“
s
B
g & j
o o SUNNEN [z x
[N
)
-} oy
] i
L
Hinh 3.7
¥a
&

Hinli 3.8
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Theo coéng thite (2) ta ¢d

2
& = I(Q +Xx - .\‘2}(11‘
-1

2 3

X X
| o B B
[1+ > 3]

H2| Tinh dién tich hinh phdng gidi han bdi diufong thdng y = x + 2 va parabol

2

g
g

y= e ]
e D¢ tinh dién tich mét s6 hinh phang phitc tap hon ta phai chia hinh da cho
thanh mét s6 hinh don gian ma ta da bi€t cach tinh dién tinh.

Vi du 4. Tinh dién tich § cia hinh phang H gidi han bdi d6 thi ham s6
y = Jx, truc hoanh va dudng thang y = x — 2.

Giai (h.3.9)

Ta tim hoinh d6 giao diém céc dé thi
cia hai ham s6 v = JT vay=x-2
bang céch gidi phuong trinh Jx =x—2.
Két qua duge x=4.

Dién tich § clia hinh H bang dién tich
hinh tam gidc cong OCA trir di dién
tich hinh tam gidc ABC.

Dién tich hinh tam gidc cong OCA la
4 31
e 2 3 16
IJ\_L".T — E,‘l = —:
’ 0 Hinh 3.9
Dién tich hinh tam giac ABC' la
AB.AC 22
2 2
16 10

Vavi=—=-2=__.
Wo=73-2=3

2.
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CHU Y
Twong tur (bang cich coi x 14 ham cia bién y) thi dién tich § cia

hinh phang giéi han bdi cdc dudng cong x = g(y), x = h(y) (g va hla
hai ham lién tue trén doan [¢ ; d]) va hai duong thang y = ¢, y=d la

i
S = [le() — h(y)|d. (3)

:..

Chang han trong vi du 4, coi hinh A 14 hinh phang giéi han béi
dudng cong x = yz, duwdng thang x = y + 2, truc hoanh y = 0 va

dudng thang y = 2. Do dé, ta c6 thé tinh ngay § theo céng thitc (3)
nhur sau :

S=|(y+2-y)dy=|—+2y-=—
, 2 3

2
=
3

]

~ P = - .- ~
Cau hoi va bai tap
26. Tinh dién tich hinh phang gidi han béi dé thi him s6 y = sinx + 1, truc hoanh

i s % > in
va hai duwong thang x = 0 va x = =

27. Tinh dién tich hinh phang giéi han béi :
a) D6 thi ham s6 y = cos” x, truc hoanh, true tung v dudng thang x = 7 ;
b) D6 thi hai haim s6 y = v va y= I ;
c¢) D6 thi hai him s6 y = 2x% va y = E A trong miénx >0

28. Tinh dién tich cdc hinh phang giéi han bai :

a) D6 thi cdc ham s6 y = il y= —x% = 2x va hai duwdng thang x = -3,
x==2;

b) D6 thi hai ham s6 y = x2-4va y=- x? - 2x;

¢) D6 thi ham s6 y = =z, truc hoanh, dwong thang v = =2 va dudng
thang x = 4.
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NG DUNG TiCH PHAN PE TINH
THE TICH VAT THE

1. Tinh thé tich cua vat the

168

Cho mét vat thé
trong khéng gian ”

toa d6 Ovyz. Goi B
14 phin ctia vit thé
gidi han bdi hai
mat phang vuéng
gbc vai true O tai

cic diém a va b,

Goi S(x) la dién
tich thiét dién cna
vat thé bi cat bai

Hinl 3.10

mat phang vuéng gée véi truc Ox tai diém cé hoanh d6 x (a < x < b)
(h.3.10).
Gia sir § = §(x) 12 mé6t ham s6 lién tuc. Ngudi ta chitng minh dirge rang thé

tichV cua B la

b
i _[.\'[.-;) dx. (1)

o

Sir dung cong thite (1) ta fim dwge céng thite tinh thé tich cia mot s6 vat thé
quen thude trong hinh hoc.

Vidu 1 (Thé tich khéi chép cut). Cho khéi chép cut ¢é chiéu cao h, dién tich

ddy nho va ddy 16n thit tw1a S, §;. Ching minh rang thé tich V cia né 1a

i — :
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2.

Gidi
Trong hé truc toa dé Ovyz,
ta dat khéi chép (sinh ra g

khéi chép cut) sao cho
dudng cao nam trén truc

Ox va dinh tring véi géc
toa do.

Goi a va b lian luot la

khoang cdch tir O dén ddy
nho va day 16n, ta ¢é chiéu Hinh 3.11

cao cua khoi chép cut la

h=b-a (h3.11). Thiét dién cta khoi chép cut cat bdi mat phang vuéng
g6c v6i truc Ox tai diém c6 hodnh do x (a < x < b) 12 mét da gidc déng dang

véi ddy 16n véi ti s6 déng dang 1A %

o 2 '2
Tach oo =& Yapsty=s 2,
5 hz hz

Theo c&ng thire (1), ta c6

Sl(bj -a) b~ a_.‘a‘,az + Syab + .\'le

V=15 -—--d.l =
j : 32 3 b

-'l? S|az ﬁ[ﬂ S

= — +—=—+ 5 |.
3 [ IR T
- .

9 i " . SMa” .\,(.f .'s]
De y rang S, =5(a)= 2 va i S 1] S8 mnV——(hu—i- Sod) +5p).

Nhan xét. Khoi chép duge coi 1a khéi chép cut ¢ 8, = 0. Vi viy, thé tich V
ctia khéi chép cd chiéu cao /i va dién tich day § 1a

Sh
V = T
Thé tich khéi tron xoay

Mét hinh phang quay xung quanh mét truc ndo dé tao nén moét khoi
tron xoay.
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e Cho ham sé y = f{x) lién tuc, khéng 4m trén
[a ; b]. Hinh phang gi6i han bdi dé thi ham s6
y = f(x), truc hoanh va hai dudng thang x = q,
x= b quay quanh truc hoanh tao nén mét
khéi tron xoay (h.3.12). Thé tich V ciia né
duoc tinh theo cong thire

b
V=m f fAnde. (2 Hinh 3.12

il

That vay, thiét dién ctia kh6i tron xoay cat béi mat phang vuéng gée véi
truc Ox tai diém x (@ < x <b) 14 moét hinh tron ban kinh fix). Do dé

50x) = nj’zf.x'} . Vithé, tir cong thire (1) ta suy ra cong thire (2).

Vi du 2 (Thé iich khéi chom cdu). Cho moét khéi chdm cdu ban kinh R va
chiéu cao /. Chirng minh rang thé tich V ctia khéi chém cdu 13

Pice o] i 2
1 nh(ﬂ 3)

Trong mat phang Oxy, xét hinh phang gidi
han boi cung tron tim O bin kinh R 6

phuong trinh y = VR? — %, truc hoanh va
dwong thang x =R - h (0 < h < R). Quay

Gidi

hinh phang dé quanh truc hoanh ta thu diroc
khéi chéom cdu bdn kinh R chiéu cao h

(h.3.13).

Theo cong thitc (2) thé tich ctia khéi chom
cau la

Hinh 3.13

T2 2 L
V=a [ (R - x")dx = n[ﬁ "'_T]La-n
f-h

3 3
=ﬂ{R3—%—R2{R—h)+£—3&} =1tf:-2[ﬁ'—£).
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Nhdn xét

Khéi ban cdu ban kinh R dwoe coi 1a khéi chom cdu ban kinh R va chiéu cao
h =R. Vivay, thé tich cia khéi ban ciu ban kinh R 1A

V:ngz[g_ﬁ): ZﬂRS.

3 3
Do dé. thé tich hinh cdu ban kinh R 1a
AnR?
V = "
3

H| Xét hinh phéng gidi han bdi d6 thi ham s6 y= x°,

x = 2 va truc hoanh. Tinh thé tich khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh phang do
guanh truc hoanh.

cac duong thang x =1,

e Tuong tu, cho dudng cong c6 phuong ¥}
trinh x = g(y), trong doé g la ham s6 lién
tuc va khéng am trén doan [¢ ; d].
Hinh phang giéi han béi dudng cong

v = g(v), truc tung va hai dudng thang

y = ¢, ¥y = d, quay quanh truc tung tao
nén mét khéi tron xoay (h.3.14). Thé
tich V ctia né duge tinh theo céng thie

d Hinh 3.14
V=a[g(ydy. (3)

That vay, tr cong thire (2) bang ciach xem x 14 ham cta bi€n y ta suy ra céng
thire (3). O

Vi du 3 (Thé' tich khéi nén cut). Cho
khéi nén cut ¢é chiéu cao h, ban kinh
diy 16n va day nho lan lugt 1a R va r.
Chitng minh rang thé tich V ctia khéi
nén cut doé la

V = =mh(R? + Rr + r%).

| —

Giai

Trong mat phang toa d6 Ovy xét hinh
thang vuéng OABC véi OA=h, AB =rva
OC =R (h.3.15). Quay hinh thang dé quanh
truc Oy ta duge khéi nén cut da cho.

Hinl 3.15
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Gia sir BC kéo dai cat Oy tai D. Dat AD =1, OD = a. Ta c6 a— | = h. Phuong

trinh dudmg thang BC 1a x = -}-Ew(—;\’-)- Theo cong thire (3) ta ¢

-

h .2 2 2
V= ﬁJ{Mdv = ﬂ{gs = .."3)
- a® - 3a?
0

> P 2
= :iz(“ —INa® +al +1%) = e h{l +i+[ij }
i

3 a a
Vi i = L nén khi tha i bdi — ta duoc
a R el a R - ’
(= r r - |
= Eﬂ:ﬂ‘)‘h 1 + E+ (E] - E'MII[RE + Rr+ 1), O

Nhdan xét. Khi R = r, khéi nén cut tré thanh khéi tru ¢é chiéu cao /s v bin
kinh ddy R. Vi vay, thé tich ctia khéi tru la

1
3

Khi r = 0, kh6i nén cut trd thanh khéi nén ¢é chiéu cao h va ban kinh ddy R.
Vi vay, thé tich ctia khéi nén 1a

V = =nh(R* + R? + R?) = nR*h.

V= %mehz.
Cau hai va bai tap

29. Tinh thé tich cla vat thé nim giita hai mat phang x = =1 va x = 1, bi€t rang

thi€t dién ctia vat thé bi cat bdi mat phang vuéng géc véi truc Ox tai diém cé

hoanh d6 x (=1 <x < 1) 12 mét hinh vuéng canh 1a 21 — x2.

30. Tinh thé tich cha vat thé nam giita hai mat phang v = 0 v x = 7, biét rang

thiét dién ctia vat thé bi cat bai mat phang vuéng géc véi truc Ox tai diém cé
hoanh dé x (0 <x < m) 1A mét tam gide déu canh 13 24/sinx.

31. Cho hinh phang A giéi han bdi cdc dwong y =0, x = 4 vi y = «/x —1. Tinh thé
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32. Cho hinh phang B giéi han boi cde dudng x = % x=0,y=1va y=4.Tinh

thé tich ctia khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh B quanh true tung.

33. Cho hinh phang B giéi han bdi cdc dudng x = ngz AX=0,y==1vay=1.
Tinh thé tich ctia khéi tron xoay tao thinh khi quay hinh B quanh truc tung.

fA

i = -_::::‘_;:_. at

1. Al LA NGUOI PHAT MINH RA PHEP TiNH TiCH PHAN ?

Cung vdi phép tinh vi phan, phép tinh tich phan 1a mét thanh tuu 16n cla tri lué nhan
loai. N6 da tao nén mot budc ngoit 16n trong su phat frién cla khoa hoc va tré thanh
mét céng cu sac bén, day sirc manh dudc cac nha khoa hoc sir dung réng rai trong
nghién ctiu ciing nhu trong (ing dung thuc tién.

Phép tinh vi phan va fich phan do hai nha bac hoc 1én la Niu-ton (1. Newton 1643 — 1727),
ngudi Anh va Lai-bo-nit (G. Leibniz 1646 — 1716), ngudi Blrc, sang tao ra déng thai
va doc lap véi nhau.

Thuc ra day 1a mét cude chay tiép sifc clia nhiéu thé hé cac nha bac hoc xuét sac
trong nhiéu thé ki. Truéc Niu-ton va Lai-bo-nit hai nghin nam, nha bac hoc Ac-si-mét
da cé y tudng dau tién vé phép tinh tich phan. Trong birc thu gli ngudi ban, éng da
dua ra mét phuong phap mdi goi la "phudng phap vét can” va da sir dung né dé giai
nhiéu bai toan tinh dién tich, thé tich, chiéu dai cung. Dé la tién than cha phép tinh
tich phan. Sau éng nhiéu nha toan hoc khac ciling tham gia mé dudng cho su ra doi
cla tich phan, trong d6 phai ké dén nhimg déng gép xuit sic cla cac nha khoa hoc
nhu J. Ké-ple (J. Kepler), Ca-va-li-o-ri (B. Cavalieri), Phéc-ma, Pé-cac, Ba-riu (. Barrow).

Ngay nay cac nha nghién ciiu déu nhat tri rang vé mat thdi gian, Niu-ton kham pha
ra phép vi tinh vi - tich phan trudc Lai-ba-nit khoang 10 nam nhung Lai-bo-nit lai cho
cbng bé céng khai céng trinh cla minh trudc Niu-ton t8i ba nam. V& hinh thic, phép
tinh tich phan cla Niu-ton va phép tinh tich phan clia Lai-bo-nit khac nhau ro rét.
Niu- tan trinh bay cac két qua cia minh dudi ngén ngir Hinh hoc, cén Lai-bg-nit diing
ngén ngl Pai s8. Cac ki hiéu clia Lai-bo-nit phong phu va thuan tién hon nhiéu so
véi cac ki hiéu clia Niu-ton (d&u tich phan va cac ki hiéu vi phan, dao ham ma chung
ta ding ngay nay la cha Lai-bonit). V& su két hap giira phép tinh vi - tich phan véi
cac nghién cifu vé khoa hoc tu nhién thi Lai-bonit khéng sau sic bang Niu-ton
nhung ding trén géc dé toan hoc thi phép tinh vi - tich phan clia Lai-bd-nit thé hién
mot tam nhin bao quat hon, mét tri tudng tuong tinh té hon.

173

timdapan.com



2. VAINET VE cuOC DOI VA SU NGHIEP CUA NIU-TON

VA LAFBO-NIT

1) Niu-ton (1643 - 1727) la nha toan hoc, vat li hoc, cd hoc
va thién van hoc vi dai ngudi Anh. Ong sinh ra & mét viing
qué & nudc Anh. Ngudi cha qua ddi trude khi ong ra daoi.
Ngusi me vi qua dau buén nén sinh éng thi€u thang. Luc
méi sinh éng bé t6i mirc dat dude vao mét chiéc cdc to.
Khéng ai ngd rang dira bé quat queo nhu vay lai cé thé tho
t6i 85 tudi va tré thanh mét nha khoa hoc vi dai nhu vay.
Niu-ton dude ngudi dudng thai mé ta 1a c6 tam véc trung
binh, béo chac, dau luén ddi téc gia, cé déi mat sang va
théng minh. Ong séng rat gian di, khiém nhudng, say mé
v6i céng viéc va rat dang tri.

2) Lai-bo-nit (1646 — 1716) |a nha toan hoc, vat i hoc, triét
hoc thién tai ngudi Bdc. Ong sinh & thanh phé Lai-xich
(Leipzig), la con trai mét giao su triét hoc. Tif Iuc 6 wudi 6ng
da sudt ngay mé mai doc sach. N&m 6ng 7 tudi thi cha éng
qua dai. Nam 15 tudi éng da vao dai hoc va hoc vé luat
hoc, triét hoc va toan hoc. N3m 20 tudi (n3m 1666) éng da
bao vé luan an tién si luat hoc déng théi clng céng bé
cong frinh toan hoc dau tién clla minh véi nhan dé :
"Nhiing suy nghi vé& nghé thuat té hop". Sau d6é éng dudc
bé nhiém lam quan chiic ngoai giao tai Phap.

Nhiing céng hi€n vé toan hoc chi la mét phan nho trong su
nghiép clia éng. O thdi dai 6ng, ngudi ta biét dén éng nhu
mé&t nha ngoai giao, nha luat hoc va nha triét hoc. Ong biét
rat nhiéu ngoai nglr va hau hét cac kién thirc clia éng déu
cb dugc bang con dudng tu hoc.

Is Mewton |
(1643 - 1727)

Gottfried Leibniz
(1646 — 1716)

Lai-bo-nit dudc ngudi dudng thdi mé ta |a cé thé trang gay go, tam thudc, da xanh va
cling ludn deo toc gia. Tri nhd clia 6ng cling khac ngudi thusng : Nhimng diéu kho
hiéu dudc 6ng nhd rat tét nhung nhimg diéu dé hiéu thi éng lai quén ngay.

Luyén tap

34. Tinh dién tich hinh phang gi&i han bdi :
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a) D6 thi cAic hims6y=x,y=1va y = T trong mién x >0, y<1

b) D6 thi hai ham s6 y = x* — 4x? + 4, y = +?, truc tung v dudng thang

x-=1 3

c) D6 thi cdc hAm s6 y = x%, y=4x—4 va y = —4x — 4,
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35.

40.

Tinh dién tich hinh phang giéi han bdi :

a) D6 thi hai hAm s6 y = x% +1va y=3-x;
b) Céc dudng x = y°, y=1vAx=8;

¢) D6 thi hai ham sé y = Jx, y=6— x va truc hoanh.

. Tinh thé tich cia vat thé T nam giita hai mat phang x = 0 vd x = 7, bié€t rang

thi€t dién clia vat thé cat boi mat phang vuéng géc véi truc Ox tai di€m cé
hoanh d6 x (0 <x < m) 1a mét hinh vuéng canh la EJsin.\'.

Cho hinh phang A giéi han bdi cdc dudng y = 2t y=0,x=0vax=2. Tinh
thé tich ctia khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh A quanh truc hoanh.
Cho hinh phang A gi&i han bdi cdc dudng y = cosx, y=0, v =0va x = %
Tinh thé tich ctia khéi tron xoay tao thinh khi quay hinh A quanh truc hoanh.

X

. Cho hinh phang A gi6i han b&i cdc dudng y = x E?. y=0,x=0vax=1.Tinh

thé tich ctia kh&i tron xoay tao thanh khi quay hinh A quanh true hoanh.

Cho hinh phang B gidi han boi cdc dudng x = 1)2 sin2y ,x=0,y=0va y = %

Tinh thé tich ctia khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh B quanh truc tung.

Cau héi va bai tap on tap chuong Il

Tim nguyén him cta cic ham s6 sau (tir bai 41 dén bai 43) :

41. a) y= 2x(1 - x7°) ; b) y=8x - mz—, :
X’
L 2 sin(2x + 1)
c)y= xZsin(x2 +1); d)y= 2—
cos“(2x + 1)
42. a) y= L-:‘cns.[l - 1) : by y= .1'3{1 - _\'4)3 :
J_‘z X
e
c)y= '13 . d)y= rZe*,
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43. a) y= xe ¥ ; b) y= “%

44. Tim ham s6 y = f{x) néu biét dy = 12_1.'(3,1'2 - 1)3 drxvaf(l)=3.
b

45, X4c dinh s6 b duong dé€ tich phan _[(.r — x?)dx 6 gia tri 16n nhat.
0

9 9 9
46. Cho biét [ f(x)dx = -1, j f(x)dx = 5, I,E-(.r)dr = 4 . Hay fim
| 7 7
9 9
a) [-2f(x)dv ; b) [LF(x)+ g(x)]dr ;
| i
9 7
©) [[2£(x) - 3g(0]dr ; d) [fndr.
i |
47. Cho ham s f lién tuc trén [a ; b]. Ti s6
0 b - -
h—a -“'f('ﬂ“{l1l

dwoc goi la gid tri trung binh cria ham s6 f trén [a ; b] va duge ki hiéu 1a m(f).
Chitng minh rang tén tai diém ¢ € [a ; b] sao cho m(f) = flc).

48. Gia sir mot vat tir trang thai nghi khi ¢ = 0 (s) chuyén déng thang véi van téc
v(t) = (5 — 1) (m/s). Tim quing dwong vit di dugce cho t6i khi né dimg lai.

49, Mot chit diém A xudt phét tir vi tri O, chuyén déng thang nhanh din déu ;
S gidy sau né dat dén van t6c 6m/s. Tir thdi di€ém d6é né chuyén déng thang
déu. Mot chit diém B xuat phat tir cung vi tri O nhing cham hon 12 giay so
véi A va chuyén dong thang nhanh dan déu. Biét rang B duéi kip A sau S gidy
(ké tir liic B xudt phat). Tim van t6c clia B tai thoi diém dudi kip A.

50. Tinh cac tich phin sau :

%
2 . 2 3 .

a) I:cz sin2xdx ; b) j_\'(2.1‘2 +1)dx ; o) I(J: - De* "2 dx,
0 I 2

51. Tinh dién tich cdc hinh phang giéi han bi :

a) Dé thi cdc him s8 y=4—x%  y=—x+2;

b) Cac duong cong ¢ phuong trinh v =4 — 4}*2 vix =1 - ‘114 trong mién x = 0.
176

timdapan.com



52. Tinh dién tich cuia cdc hinh phang gidi han bdi :
a) Parabol y = X = Tpid, ti€p tuyén cia né tai diém M(3 ; 5) va truc tung ;

b) Parabol y = - ¥% + 4x - 3 va cde ti€p tuyén clia né tai cdc diém A(0 ; -3) va
B(3:0).

53. Tinh thé tich ctia vat thé nam giita hai mat phang x = 0 va x = 2, biét rang thiét
dién ctia vat thé bi cat bdi mat phang vuéng goéc véi truc Ox tai diém cé

hoanh do x (0 < .x < 2) la mét nira hinh tron dudng Kinh Jg )

54. Xét hinh phang giéi han bdi dudng hypebol y = % va cdc dudng thang y= 1,

y=4, x = 0. Tinh thé tich clia khéi tron xoay tao thanh khi quay hinh phang
dé quanh true tung.

, . . - . 1155 L——
55. Cho hinh phéang A gi6i han bdi dé thi ham s6 y = vcosx [0 < X< EJ va hai

truc toa dé. Tinh thé tich khéi tron xoay tao thanh khi quay A quanh
truc hoanh.

56. Cho hinh phiang A gi6i han bdi dudng cong c¢6 phuong trinh x(y + 1) = 2 va
cdc dudng thang x = 0, y = 0, y = 3. Tinh thé tich khéi trdn xoay tao dirge khi
quay A quanh truc tung.

2 _ 0va cdc

57. Cho hinh phang A giéi han bdi dudng cong ¢6 phwrong trinh x — y
dudng thang y = 2, x = 0. Tinh thé tich kh6i tron xoay tao thanh khi quay A

a) Quanh truec hoanh ; b) Quanh truc tung.
[

X
58. Cho hinh phang A gidi han bdi dudng cong ¢é phrong trinh y = x2e? v céc

dudng thang x = 1, x = 2, y = 0. Tinh thé tich kh6i tron xoay tao thanh khi
quay A quanh truc hoanh.

59. Cho hinh phang A giéi han bdi dwong cong ¢é phuong trinh yi = x* va cdc
dwdng thang y = 0, x = 1 trong mién y = 0. Tinh thé tich khéi tron xoay tao
duge khi quay A
a) Quanh truc hoanh ; b) Quanh truc tung.
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Bai tap trac nghiém khach quan

Trong méi bai tdip dudi day, hay chon mét phrong dn trong cdc phiong dn da
cho dé dicoc khang dinh dimg.

dx T "
—T Ine . Gid tri cua ¢ 1a

3
60. Gia sir j'
: 2x

(A)9; (B) 3; (C)81; (D) 8.
2
61. Gid tri ciia [2e”"dx la
0
(A) e ; B)e' -1 ; (C) 4e? ; By Bef 1 -
]

62. Gi trj ctia j A+ DPde I
|

4 | 2 1
(A) ~75 (B) ~%0 " (©) 3 (D) =5

63. Dién tich hinh phang nam trong géc phin tw thit nhit, gidi han boi dudng
thang y = 4x va dé thi hAm s6 y = ¥ I
(A)4; (B)5; (C)3; (D) 3,5.

64. Dién tich hinh phang nim trong géc phin tir thir nhit, gidi han bdi hai dudng
thang y = 8x, y = x va d6 thi hAim s6 y= ¥ 1
(A) 12 ; (B) 15,75 ; (C) 6,75 ; (D)4 .

65. Dién tich hinh phang nam trong géc phan tir thit nhat, gidi han bdi dudng

-4 . i b . o 2 =
thang y = 2v va d6 thi ham s6 y =x" la

4 3 5 23
(A)“g‘ {B)E’ (C}‘:..;- (D)“l'g-
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66. Cho hinh phing A gi6i han bdi d6 thi hai ham s6 y = x> vd y=6 - lx|. Thé
tich khéi tron xoay tao duge khi quay A xung quanh truc tung la

(A) HTﬂ : (B) 9n ; (C) 87 ; (D) H)T'n .

67. Cho a, b la hai s6 dwong. Goi K 1a hinh phang nam trong gée phén tu thi hai,
gidi han boi parabol y = ax’ va dudng thang y = —hx. Biét rang thé tich khoi

tron xoay tao duwge khi quay K xung quanh true hoanh la moét s6 khéng phu
thuée vao gia tri cna a va b. Khi dé a va b thoa min diéu kién sau

(A) b* =24° ;. (B) b = 24° ; Q) b =2a: (D)b*=24>.
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S

s® PHUC

1. Khai niém sé6 phic

Ta di biét rang cic phuong trinh Prl= 0, Y +4=0 khong cé nghiém thure.
Mbét cach téng quat cac phong trinh bac hai véi hé s thue Ax* +By+C=0 ma
biét thitc A < 0, chang han x> -2x+2=0 (biét thite A = —4), déu khéng c6
nghiém thure.

Sur phat trién ctia todn hoc, khoa hoc doi hoi phai mé réng tip hop cic s6 thue
thanh mot tap hgp s6 méi goi la tap hop cde s6 phire, trong dé ¢d cdc phép
todn cong va nhan vdi cdc tinh chit tuong tr phép todn cong va nhin s6 thue
sao cho cdc phuong trinh néi trén déu ¢6 nghiém.

Muén thé, ngudi ta dira ra s8 i sao cho binh phrrong ctia né bang —1. Khi dé i
l4 mét nghiém cua phuong trinh P r1=0va2ila mo6t nghiém cua phuong
tfinh x> +4=0 ;con 1 +/ la mot nghiém cta phuong trinh x2=2x+2=0,
tirc la phuong trinh (x — )2 +1=0,.Cics6a+ b (a.,beR) gol la cac
s6 phirc.

Véi céc s6 phife, ngudi ta con chimg minh dwoe rang moi phuwong trinh béc 2,
3,4, ... déu c6 nghiém (phic). S6 phitc ciing lién quan chat ché véi hinh hoc
phang, véi luong gidc , ... (xem bai Em ¢6 bi€t "Vai nét lich sir phat trién
sO phire”, trang 197).

DINH NGHIA 1

Mot sé phiie 13 mét biéu thife dang a + bi , trong d6 a va b 1a
nhimg s6 thue va s6 i thoa min 7 =, Ki hiéu s6 phire dé 1a
zvavi€tz=a+ hi.
i duoc goi la don vi do, a duge goi la phan thiwe va b duge goi
14 phdn do cla s phitc z = a + bi.
Tap hop céc s6 phire duoc ki hiéu 1a C.
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timdapan.com



2.
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CHUY
S6 phite z = a + 0 ¢6 phan 4o bang 0 duoc coi la s6 thue va viét 13
a+li=aceRcC.

S6 phiic ¢6 phin thye bang 0 duge goi la sé'do (con goi la s6 thuin ao)
z=0+bi=bh (heR);i=0+1li=1i.

S60=0+0 =0 vira la sd thue vira la s6 ao.
Vidul
S6 phite z = 2 + J3i ¢6 phan thure bang 2, phan ao bang NEY

S6 phitc z = —i (tire 1a (=1)7) ¢6 phin thue bang 0, phin do bang —1 ; d6 1a
mot s6 ao.

DINH NGHIA 2

Haisophitc z =a+ bhi (a,beR),z'=a'+h'i (a',b' e R)
goi 1 bang nhau néu

a= g, b=§k,

Khi dé ta viét z = z'.

H1| Khinao sé phirc a + bi (a,b € &) bang 0 ?

Bi¢u dién hinh hoc s6 phiic

Ta di bi€t biéu dién hinh hoc cic s6 thuc boi cdc diém trén moét truc sé.

D6i v6i cdc s6 phic, ta hdy xét mat phang toa dé6 Oxy. Mébi s6 phiic
z=a+ hi (a, be R) duge bi€u dién bdi di€ém M cé toa do (a ; b). Nguoe
lai, r& rang mdi diém M(a ; b) bi€u dién moét s6 phitc 14 z = @ + bi . Ta con
Vi€t M(a + bi) hay M(z).

Vi I dé, mat phang toa do véi viée bi€u dién s6 phire nhur thé duge goi la mdt
phang phiic.

Géc toa d6 O biéu dién s6 0.

Céc diém trén truc hoanh Ox biéu dién cdc s6 thue, do dé true Ox con droe
goi la truc thire.
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Cic diém trén truc tung Oy biéu

.z 2 P : i ' i
dién cac s6 ao, do do truc Oy con S i S i G S
dirge goi 1a truc do. S| N .
Trén hinh 4.1 ¢6 cdc diém 0, A, B, "R
C, D, E, F theo thit tr biéu dién cdc % T 1o T | |z
séphite 0, 1,7, =2, -2, 1+ 21,2 -1i. b b o e
Phép cong va phép trir s6 phiic *— ~~~~~~ D”F ------ -----
a) Tong cta hai sé phiic I Poobo

Hinlh 4.1

DINH NGHIA 3

Tong cta haisé phitc z=a + bi, z'=a'+ b'i (a, b, d, b € R)
la s6 phire
z+z' =a+a' +(b+ b
Nhur vay, dé cong hai s6 phifc, ta céng cdc phin thue véi nhau, céng cdc phéin
ao v&i nhau.
Vidu2.Tacé GB+i)+(2-31)) =5-2;
(1-20)+2+2i) =3
(2-2D)+(-2+3) =i.
b) Tinh chat caa phép cong so6 phiic

Tir dinh nghia 3, dé thiy phép cong cic s6 phitc ¢ céc tinh chat sau day,
twong tu phép cdng cdc s6 thire.

e Tinh chit két hop :

(z+zN)+2"=z+(2'+2") véimoiz,z'.z"e C.
¢ Tinh chat giao hoan :

z+z2'=z'+zvédimoiz,z'e C.

e Cong véi 0 :
z+0=04+z=2z vdimoi z e C.

e V&i moéi s6 phitc z =a + bi (a, b € R), néu ki hiéu sé phic —a — hi 1a —z
thi ta ¢6
z4(-2)=(-2)+z=0.

S& —z dwge goi 1 s6'déi cia sé phite z .
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[H2] 7rong mat phéng phurc, cho diém M bigu dién s6 z. Hay tim diém biu dién
s6 -z.
¢) Phép tru hai so phue

DINH NGHIA 4

Hiéu cta hai sé phiic z va z' 1a téng clia z véi —z ', tife 1a

z =& =2+=z)

Néuz=a+bhi, z'=a +b'i (a,b,d,b eR)thi

z—z'=a-a +(b-h").
d) Y nghia hinh hoc ctia phép cong va phép trir sé phiic
Trong mat phang phiftc, ta di coi diém M cé toa do (a ; b) biéu dién s& phire
z=a+ hi. Ta ciing coi mbi vecto i c6 toa dé (a; h) biu dién s6 phifc
z=a+ h.
Khi dé, néi diém M biéu dién s6 phitc z ciing c¢é nghia 14 vecto OM biéu
dién s6 phire dé.
Dé thay rang, néu #, u' theo thit trr biéu dién céc s6 phire z, z' thi

it + 1" biéu dién sé phiic z + 2,

i — u' biéu dién s6 phitc z — z'.

Vi du 3. Quan sit hinh 4.2, ta thdy :

— R o e i e
Vecto OM = i cotoa do (1 ; 3) P '
biéu diénsé phitc z = 1 + 37 ; £ & fF o
Vecto OM' = ii' c6toadd(2;1) | me -,
biéu dién s6 phitc z' = 2+ ; |

Vects OP = ii+ii' 6 toa do i
(3;:4) biéu dién s8 phic L
z+z' =3+4i ;

Vects 0Q=MM'=ii"~ii ¢6 toa
d6 (1 : -2) biéu dién s6 phire Lo
B L Hinh4.2
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4. Phép nhan s6 phuc
a) Tich ctia hai sé phire
Cho hai sé phitc z = a+ hi, z' = a'+b'i (a, b, a', b’ € R). Thue hién phép
nhan mét cach hinh thite biéu thitc a + bi véi biéu thite o'+ b'i, r6i thay

it=-1ta durge

(a+ bi)a + b'i)=aa + bb o2 (ab' + a'by
=aa' - bb' + (ab' + a'b)i.

Diéu dé dan ta dén dinh nghia sau day.

DINH NGHIA 5

Tich coa haisé phiic z = a+ bi va z'=a'+ b'i (a,h,d, b € R)
la s6 phite
zz' = aa' — bb'+ (ab' + a'b)i.

Vidu4.Tacé
@ -8 =0 BHél-Bi=he3;
(2+)2-0) =@+ +(-2+2)i=5;
R+D(1+2)=(2-2)+(4+1)i=5i.
Nhdn xét. Vi moi s6 thue & va moi s6 phitc @ + bi (a, b € R), tacéd
k(a+ bi) = (k + 0))(a + bi) = ka + kbi ,

dac biét 0z = 0 v&i moi s6 phite z.

H3| Néu vecto u bigu dién s6 phitc z thi vecto ku (k € &) biéu dién sé phirc nao ?

Visao ?

Vi du 5. Trong mat phang phirc, n€u diém M biéu dién s6 phire z, diém M'
biéu dién s6 phite z' (M khée M") thi trung diém P ctia doan thang MM biéu

- . 1 " : "
dién s6 phire E(z + z'). Diéu dé suy ra tir hé thitc OP = E(OM + OM'’).
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Xét s6 phitc z = x+ yi (x.y € R). Tinh 22 va tim tap hop cac diém ciia mét
phdng phitc biéu didn céc s6 phitc z sao cho 2° I3 s6 thut.
b) Tinh chat cua phép nhan sé phiic

Tir dinh nghia 5, dé thiy ring phép nhin cdc s& phite ¢6 cdc tinh chit sau day
twong tu phép nhan cdc s6 thue.

e Tinh chit giao hodn :
zz' = z'z véimoi z,z' € C.

e Tinh chat két hop :

(zz)z" =z(z'z") véimoi z,z', 2" € C.

e Nhan vdi | :
l.z=z.1=2z véimoi z € C.

¢ Tinh chit phan phéi (ciia phép nhin déi véi phép cong) :
Z(z'+z") =zz' + zz" véOimoi z,z',z" € C.

= - # P o A - Fd £ s - - ‘\ - *
Tir cic tinh chat noéi trén ta c¢6 thé thuc hién phép toan céng va nhan cic s6

phitc theo céc quy tac nhu phép todn cong va nhin céc s6 thue.
Vidué. (z+zVz—-2)=zz+2'z-22"-2"2' = AL -

2

2 =22 + 222"+ 22 ;

(z+zYz+2z")Y=(z+ 2z
(hiY* =b%%2 =-b? (heR) :

A, = T 5
IR T R S St [ e
A+’ =1+3+32 +i°=-2+2i.
[H5] Hay phan tich 2% + 4 thanh nhan tir
5. Sé phiic lién hop va modun cua sé phiic
a) Sé phiic lién hop
DINH NGHIA 6

Sé phirc lién hop ctia z=a + bi (a, b € R) 1a a — bi va duoc

ki hiéu béi 7.
186
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Nhur vay

T=a+bhi=a-bi =

Vidu?7. 243 =2-3%; [Mz)
T e e *
- . 0 i -
P ==, i =
o B
=i =1. i

sM(Z)
e ROrang z =z nénngudita con ndiz va 7

la hai s6 phiic lién hop véi nhau (goi tat 13 Hinh 4.3

hai 6 phiic lién hop).

Hai s6 phite lién hop khi va chi khi cdc di€ém biéu dién cla chiing déi ximg
v&i nhau qua truc thue Ox (h4.3).

Chitng minh réng s phifc z Ia 6 thc khi va chikhi z = 7.

o Tir dinh nghia 6, dé suyra:

V&imoi s6 phire z, 2", ta ¢6

242" =gk g

L=
Chtmg minh réng vi moi s6 phifc z = a+ bi (a,b € R), taco 77 = a* + b>.

b) Médun cua sé6 phiic

Ta di biét gid tri tuyét d6i ciia s6 thue a 1A |

khoang cach tir di€ém bi€u dién a dén gbe toa
d6 trén truc s6. Dé thiy rang khodng céch tir M)

diém M biéu dién s6 phic z = a + bi (a, b e R) " :
. ]
dén gbe toa dd O ctia mat phang phire 1a 5 \ -
a X
oMl = Va? + 12 = VT (haw.
Himh 4.4

DINH NGHIA 7

Moédun cua sé phitec z = a + bi (a, b € R) 14 s6 thue khéng 4m

\}a? + b% va duoe ki hiéu 12 |2].
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Nhur vay

Néu z=a+ bi (a,be R)thilz= E:-\}ug + b,
Vidus, F=1:li+9]=142% =45,

Nhan xét
1) Néu z la s6 thue thi médun cha z 1a gia tri tuyét déi cha s6 thue dé.
2) z = 0 khiva chi khi |zl = 0.

Vi du 9. Trong mat phang phiic, tip hop cic diém bi€u dién cdc sé phie z sao

cho |z| = 1 12 dudng tron ban kinh 1 véi tam tai gbe toa do.

Chitng minh réng |7] = |2l voi moi s6 phite z.

6. Phép chia cho so phirc khac 0

H9| Cho sé phitc z=a+ bhi (a, b € R) khac 0. Ching minh rang sé

el __pobne oz pefmolna arl =,
2 . 32 2
a - +h Izl
DINH NGHIA 8
5 . ) i = # # % . == l -_—
So nghich dao cia sé phirc z khiac 0lasé z I = —=F
|2I
"
Thuong Z ‘ia phép chia s6 phire z' cho s6 phirc z khac O la
Z
tich cia z' véi s6 phire nghich dao cua z, tire 1a — =12z 5
Nhur vay
. o2 . #E
Néu z # 0 thi — = —.
7 2
Z
CHUY
g phe b 2! 7 o i R &
Do — = — = — nén d€ tinh — ta chi viéc nhéin ca tir s6 va
z |z|2 ZZ z

mau s6 véi z.
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&

Vidu 10

3-i  (3-H(-i) 2-4
L+i [Axiil=] 2

V242 2+202+2)  W2+2)  -2+402i -1+ 242i

e

V-2 2-2&l2+2%) (RyP+22 6 3

|

- =

i

Nhan xét

i ] = e
NVéz#0,tacd6—=1.z ' s .
Z

B

= ;. o Z -\ =t - s # # #
2) Dé thdy rang thuong — 1a s6 phitc w sao cho zw = z'. Tir d6 ¢6 thé néi
z
phép chia (cho s6 phire khiac 0) la phép todn ngude cua phép nhan.
Tim s6 pht z thod man (1+ 2i)z = 3z 1.

Cau hoi va bai tap

Cho cac s6 phire

243 : 1425 3 24,
a) Biéu dién céc s8 dé trong mat phang phic.
b) Viét s6 phite lién hop ctia méi s6 dé va bi€u dién ching trong mat
phang phire.
¢) Viét s6 d6i clia mbi s6 phitc d6 va bi€u dién chiing trong mat phang phitc.
Xdc dinh phin thire va phin do ciia mbi s6 sau :
a)i+(2-4i)-(3-2);: b) (V2 + 3) ;
¢) (2 +31)(2 - 3i) : d) i(2 — )3 + ).
Xidc dinh cdc s6 phitc biéu dién bai cdc dinh ctia mét lue gide déu cé tam Ia
g6c toa dd O trong mat phang phife, biét rang mot dinh biéu dién s6 7 .

Thue hién phép tinh
I 1 A=y 34
2—%" 91 aB.° i 4 ~q
z L
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I 8.
—'z—f.

Cho z = ——j—+

- = o
Hay tinh : —;z;zz;(z)3;1+z+22.
z

Chitng minh rang :
a) Phin thire clia s& phitc z bang %{z + 7), phdn 4o cta s6 phitc z bang
|
2i
b) S6 phitc z 1a s6 do khivachikhi z=-7 ;

(z —7) ;

¢) Véi moi s6 phirc z, 2, tacé z+2z'=z+2', 22'=7.7',vanéu z # 0 thi

e

Ching minh rang véi moi s6 nguyvén m > 0, ta cé
-dm A1
it =l —

; Am+2 A+ 3
Fof 25 =

; “=F.
Chitng minh rang :
a) Néu vecto i cta mat phang phirc bi€u dién s6 phirc z thi do dai cla vecto

i 1a il = |zl, va tir d6 néu cdce diém Ay, A, theo thit trr biéu dién cdc s6 phic

7). z, thi |AlAy| = |22 —zl| :
2 Iz
b) V&i moi s6 phie z, z', ta cé |zz|:|z||z| va khi z # 0O thi = = —| ;
z

¢) V6i moi s6 phite z, z', ta ¢6 |z + 2| <lzl + |21

Xéc dinh tap hop cdc diém trong mat phang phitc bi€u dién cdc sé phitc z
thoa mén timg diéu kién sau :

z—1
P o

a)lz-il=1; b) = - c}iz|:I?-—3+ﬁL‘|.

Luyen tap

10. Chirng minh rang véi moi sé phitc z # 1, tacé
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Hoi mbi s6 sau day la sé thure hay s6 ao (z 14 86 phife tuy ¥ cho trude sao cho
biéu thife xdc dinh) ?

= 2 =2
z-—3Z gz
32 + (?)2 H =  —3° —{_)
2° + () | + zz
Xdc dinh tip hop cdc di€ém trong mat phang phirc bi€u dién cdc s6 phic z
thoa mén timg diéu kién sau :

a) 22 1as6 thire 4m ; b) 22 1as6 40 ;

gz = d) Z‘_f_ 1 56 A0.

Tim nghiém phitc ctia cdc phurrong trinh sau :

ayiz+2—-i=0; b)(2+3i)z=z-1;
c)2-N7-4=0; d) (iz-D(z+3)(Z-2+3)=0;
e) 2 +4=0

a) Cho s6 phitc z = x + y (x, y € R). Khi z # i, hdy tim phén thuwe va phan

] * o - Z
ao cua s6 phire .
z2=1

b) Xdc dinh tap hop cdc diém trong mat phang phitc bi€u dién cdc s6 phiic z
& SE  E +i ;
thoa min diéu kién i :: la s6 thue duong.

a) Trong mat phang phiic, cho ba diém A, B, C' khéng thang hang theo thif tir
bi€u dién cédc s8 phifc z, z,, z;. Hoi trong tim cfia tam gide ABC biéu dién
sG phite nao ?
b) Xét ba diém A, B, C ctia mat phang phite theo thit tir biéu dién ba sé phiic
phan biét z;, z,, z thoa min |z]| = |22| = |z3|.
Chitng minh rang A, B, ' 14 ba dinh clia mét tam gidc déu khi va chi khi

)+ 2y + 23 =0.
D6 vui. Trong mat phang phite cho cdc di€ém : O (géc toa dé), A biéu dién
s6 1, B biéu dién sé phite z khéng thue, A' biéu dién sé phite z' = 0 va B' biéu
dién s6 phic zz'.

Hai tam gidc OAB, OA'B' ¢6 phai 13 hai tam gidc déng dang khéng ?

191

timdapan.com



S

1.

192

CAN BAC HAI CUA s& PHUC
VA PHUONG TRINH BAC HAI

Can bac hai caa sé phiic

DINH NGHIA

Cho s6 phite w. Mé&i s6 phitc z thod min z°

mot can bac hai cia w.

= w duge goi la

N6i cach khdc, méi can bac hai cuia w 12 mét nghiém cua phuong trinh

22 —w=0 (vé6idn z).

C6 thé fim cin bac hai clia s6 phitc w nhir sau :

a) Truong hop w la so6 thuc
Dé thay ring can bac hai ctia 012 0.

Xét s6 thue w=a # 0,

Khia>0thi z2-a=(z- JE)(: +\E). Do dé, z2 —a = 0 khi vA chi khi
z = \E hoac z = —-J'cT. Viy a c6 hai can bac hai la -\f; va —\E.

Khia<O0thi 22 —a=(z—v-ai)z++—ai).Dodé, 22— a =0 khi va chi
khi z=+/—ai hoac z=—+—ai. Viy a ¢é hai can bic hai 1a v/-ai vd —v—ai.

Vidu 1. Hai can bic hai cuia -1 a7 va —i.
Hai can bac hai ctia —a? (« 12 8 thue khéc 0) 13 ai va —ai.

b) Truong hop w=a + bi (a,b e R), b #0

= N ot - > . LY 2 - 2 »
z=x+ ¥y (x, vy € R) la can bic hai ctia w khi va chi khi z° = w, tifc 12

(x + vi)® = a+ hi.
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Do (x + yi)?> = x2 = y? + 2xyi nén z2 = w khi vi chi khi

e y2 =a
2xy = b.

Vay dé fim cdc can béc hai clia w = a + bi ta cin gidi hé phwong trinh nay.

Mai cap s6 thure (v ; v) nghiém ding hé phirong trinh dé cho ta mét can béc
hai x + yi cua s6 phirc a + bi.
Vidu2

a) Tim cdc can bac hai ciia -5 + 124, tite 1a tim cdc s6 phiic x + W (v, v € R)

sao cho (x + y.f)z = =5+ 12 nénta can giai hé phuong trinh

B P
2vy = 12.

, 12 6 A b B ,
Phuong trinh thit hai cho y = e thay vao phuong trinh thit nhat, ta c6 :
36
¥ -==-5 [yHis?-36=0 [s=4
-{- @ 6 @ 6
- 6 Jr = '1'.' = —
L g X X
X

Hé nay ¢6 hai nghiém (2 ; 3) ; (-2 ; -3).
Viy cé hai can bac haicta-5+ 12 la 2 + 3/ va -2 - 3i.

b) Tim cdc can bac hai cta / tifc 12 tim x+ w (x, y € R) sao cho

(x+ v )> =i nén ta cin giai hé phuong trinh

. }-'2 =0
2xy = 1.

L0049

]

Dé thiy né ¢6 hai nghiém [

Vay i c6 hai can bac hai la iTz{I + ).
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e Mét cich téng quét, ¢6 thé chimg minh rang

* 86 0 c6 diing mot can béac hai la 0.

* Mbi s6 phitc khic 0 ¢6 hai can bac hai 12 hai s6 déi nhau
(khac 0).

Dac biét, s6 thue @ duong ¢6 hai can béc hai la Va va —a ;

s8 thue @ Am c6 hai can bac hai 1A ¥—ai va —v/—ai.

H1| Biét mét can bac hai cia w, la z; va mét can bac hai ctia w, la z,. Hay tim

tét ca cac can bac hai ctia wyw,.

2. Phuong trinh bac hai
Nhé tinh duoc can béic hai clia s6 phite, dé thiy moi phirong trinh bac hai
A2 +Bz+C=0 (1)

trong d6 A, B, C 1a nhitng s6 phite, (A # 0) déu ¢ hai nghiém phifc (c6 thé
trung nhau). Viée giai phwong trinh dé6 duoe tién hanh twong tu nhu trong
trudng hop A, B, €' 14 nhimg s& thue. Cu thé 1a

Xét biet thite A = B® — 4AC.
* Néu A # 0 thi phuong trinh (1) ¢6 hai nghiém phén biét

Bl | sRed
T L T

trong do & 1a mot can bic hai cua A.
* Néu A = 0 thi phwong trinh (1) ¢6 nghiém kép

B

Dac biét, khi A 1a s6 thuc duong thi hai nghiém cta phwong trinh (1) la
e _B++A o ~-B-A
' oA P 2 2A
~B++-Ai . o —B=~-AL
A 24

phuong trinh (1) 14 z; = ——— = 7y

; khi A 14 s6 thue 4m thi hai nghiém cua
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Vidu3
a) Phuong trinh 2-z+41=0 ¢ biét thitc A = — 3 nén né cé hai nghiém

phan biét 1a %

b) Phuong trinh 7 + (—2+ i)z — 2i =0 co biét thirc
A=(-2+i)* +8i =3+4i=(2+i)

nén no cé hai nghiém la

Z] =%[2-E+(2+f)] =2 va 22=%[2—i—(2+.*')]=—-f.

H2| Xét phirong trinh bac hai

A2+ B2+ C=0
trong do A, B, C la nhimg s6 thuc, A= 0. Ching minh rang néu zy € C la mot
nghiém ctia phuong trinh thi Z, cdng la mét nghiém cta no.

CHUY
Trén day, ta da thay moi phwrong trinh béic hai (véi hé s6 phic) cd

hai nghiém phifc (c6 thé triing nhau). Hon nifa, ngudi ta con chimg
minh duoc rang moi phuong trinh bac n

A+ A b A2 v A =0
(trong d6é n 1a mét s6 nguyén dwong, Ay, A, .., A la n+1 s6
phitc cho trude, Ay # 0) luén ¢é n nghiém phire (khéng nhat thiét
phan biét).

Tinh chit quan trong nay cua tap hop cdc s6 phire 1a ndi dung cua
mét dinh i goi 1a Dinh li co ban cia dai 6.

~ P m - .- - ~
Cau hoi va bai tap
17. Tim cdc can béc hai cia moéi s& phire sau :
i, 4i ;-4 ; 1+ 4431

195

timdapan.com



18.
19.

Chitng minh rang n€u z 13 mét can béc hai ctia s6 phitc w thi [z] = flw].
Tim nghiém phitc ctia cac phirong trinh béc hai sau :

a)zzzz+l;
b)z2 +22+5=0;
¢) 22 +(1-3)z-200+i)=0.

Chu y : C6 thé dung mdy tinh bd tii dé tim nghiém (gin ding) cua phuong
trinh béc hai véi hé s6 thue ngay ca khi nghiém ctia né khéng phai la sé thue.

Chang han, ding may tinh bd tii CASIO fx-500MS dé€ giai phwong trinh
x> — 6x+58 =0 thidn

IMODE| [MODE| 1 [MODE/ 2 (d¢ vio chwong trinh giai phuong trinh bac
hai), an ti€p

| E -6 EI 58 (dé dua vio cic hé sé clia phwong trinh) ; 4n ti€p

E . trén man hinh hién x1 =3 ; dn tiép

SHIFT| |Re ¢> Im| : trén man hinh hién x1 = 7., (diéu dé cé nghia la

nghiém thirnhit la 3+ 7i ) ; 4n tiép

EI : trén man hinh hién x2 =3 ; dn tiép

SHIFT| [Re < Im| : trén man hinh hién x2 = ~17,. (diéu d6 c6 nghia la
nghiém thit haila 3 - 7i).

(Thure ra, chi cin bi€t nghiém thir nhat 1a 3 + 7/ thi dd suy ra ngay nghiém thit
haild 3+7i =3 - T).

20. a) Hoi cong thie Vi-ét vé phrong trinh bac hai v&i hé s6 thue cé con diing cho

196

phuong trinh bac hai véi hé s6 phire khéng ? Vi sao ?
b) Tim hai s6 phic, biét tong cla ching bang 4 — i va tich clia ching bang
B 1)

¢) C6 phai moi phuong trinh bac hai z2 + Bz + C = 0 (B, C 14 hai s6 phic)
nhan hai nghiém la hai s6 phite lién hop khéng thure phai ¢ cic hé s6 B, € 1a
hai s6 thue ? Vi sao ? Diéu nguoc lai ¢ ding khéng ?

timdapan.com



21.

a) Giai phrrong trinh sau :
(22 +i)2* - 2iz-1)=0.

b) Tim s6& phite B dé phwong trinh bac hai 22+Bz+3=0 cb téng binh
phuong hai nghiém bang 8.

D6 vui. Mot hoc sinh ki hiéu mot can bac hai cia —1 1a J-1 va tinh
v—-1.4/=1 nhursau :

a) Theo dinh nghia cin béic hai cia —1 thi v-1 =] == 1,

b) Theo tinh chét cta can béc hai (tich ctia hai can bac hai chia hai s6 bang can
béc hai cua tich hai s6 do) thi

1= Jen.n=A=1.
Tirdd, hoe sinh désuyra =1 =1.

Hiy tim diéu sai trong 1ap luin trén.

& 5080/,

VAI NET LICH SU PHAT TRIEN SO PHUC

Tir lau, ngusi ta da biét cong thirc nghiém clia phuong ftinh bac hai

ax? + bx + ¢ =0 (a = 0).

Héi cé ching céng thiic nghiém ciia phudng trinh bac ba
a’ + b+ ex+d=0@=20)

(chi dung phép tinh cong, trir, nhan, chia, 18y cén
trén cac hé sé) ?

Pén thé ki XV, Cac-da-nd (G. Cardano, 1501 - 1576,
ngudi Y) tim ra mét cong thiic nhu thé ; nhung di a,
b, ¢, d 1a nhimg sé thuc va chi nham tim nghiém
thure, céng thifc van dé cap dén sé phic.

Girolamo Cardano
(1501 - 1576)

Chéng han, véi phuong trinh x> + pr+¢ =0 (p, ¢ la
hai s6 thuc cho trudc) thi céng thirc nghiém cé dang
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d q. ¢ P {/ g A& 7
X={-=+yf—t = -+ =
: 2 Va2 2 N2 77

2 3 }
Cu thé la goi & la mot can bac hai cla q—+% l&y u#,v sao cho W= —%+ o,
3 _ 4 : Y v T i g N i
v = 52 o (ma uv "_E} thi x =u+v la mét nghiém cha x~ + px+¢g = 0.
ffz Ia
Néu —+§c: 0 thi ta g4p cin bac hai 5 cla s8 thuc &m nhung két qua u + v ¢cb
thé van la sé thuc.
3

Vi du, véi phuong trinh x> —15x—4=0 thi "’T+12—?——|21 1dy S=11i thi
—%+5=2+1u=(2+;)3; —%—5:2—11;‘:(2—5)3. Vay I8y w=2+i,

y= Z—E[rrr =5= —%] thi i1 + v = 4 1a mét nghiém cla phuong trinh ¥ _15v—4=0.

Tuy cong thirc nghiém phuong trinh bac ba mang tén Cac-da-né nhung thuc ra,
Tac-ta-gli-a (N. Tartaglia, 1499 - 1557, ngusi Y) da tim dudc I8i gidi nhiéu kiéu
phudng trinh bac ba va tiét |6 phudng phap giai cho Cac-da-n6. Nha dé Cac-da-nd
tim ra 16i giai tdng quat va céng b6 né vao nam 1545, Mot hoc tro clia Cac-da-né la
Fe-ra-ri (L. Ferrari, 1522 - 1565, ngudi Y) tim ra cach giai phuong trinh bac bén bang
cach dua vé giai mét phuang trinh bac ba.

Viéc cac nha toan hoc Y tao bao ding cac biéu thirc chifa nhimng s& dang cén cé vé
bi &n (s6 40) dé dén duoc két qua thuc dan da cling lam cho cac nha toan hoc chap
nhan sl dung ki hiéu a + b-J—I (a, b 1a hai sé thuc) khi gidi phudng trinh bac hai,
bac ba, bac bén trong thé ki XVII.

Sang dau th& ki XVIIl, Moa-vro (A. De Moivre, 1667 — 1754, ngudi Anh) tim dudc mdi
lién quan gilra can cha s6 phic véi lugng giac. Nam 1746, Da-lam-be (J. D'Alembert,
1717 - 1783, ngudi Phap) dua ra ching minh dau tién dinh Ii co ban cla dai s6. G-le
(L. Euler, 1707 — 1783, ngudi Thuy Si) cling nghién clru van dé nay va chinh O-le da
diing ki hiéu i dé chi don vi 0. Gau-xd (C. Gauss, 1777 - 1855, ngudi Birc) dua ra
chimg minh day dl dinh Ii co ban clia dai s6 vao nam 1799.

Dén thé ki XIX, Ii thuyét ham sé bién sé phirc dugc phat trién manh (nhiing ngudi
déng goép 16n la Cé-si (A.L. Cauchy, 1789 - 1857, ngudi Phap), Ri-man (B. Riemann,

1826 — 1866, ngudi Blrc), ...). Ngay nay sé phirc xuét hién trong nhiéu nghién clu
toan hoc, vat i, khoa hoc, ki thuat.
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Luyen tap

. - el - I- # -
23. Tim nghiém phitc cua phuong trinh z + == k trong cac truong hop sau :

a)k=1; b) k=2 ; c) k=2
24. Giai cac phrong trinh sau trén C (tire 14 tim nghiém phifc cta cdc phwong trinh

dé) va biéu dién hinh hoc tap hop cdc nghiém ciia mdi phuong trinh (trong
mit phang phirc) :

a}23+I=U; b)zq—lzﬂ;
)zt +4=0: d) 8zt +8° =z +1.
25. a) Tim céc s6 thuc b, ¢ dé phurong trinh (véi 4n z )

Z2+bz+ec=0

nhian z = 1 + 7 lam mot nghiém.

b) Tim cdc s6 thuc a, b, ¢ dé phwong trinh (véi 4n z)
2 +at +bz4+c=0

nhian z = | +7 lam nghiém va ciing nhan z = 2 lam nghiém.

26. a) Ding cong thirc cong trong lwong gidc dé chimg minh rang véi moi s6
thue @, ta ¢6

(cos¢@ + isin (;5*)‘2 = cos2@ + isin2@.
Tir d6 hdy tim moi can bic hai cua s6 phitc cos2¢ + isin2@. Hiy so sanh

cdch giai nay véi cdch giai trong bai hoc & §2.

- ] 2 " o . e Lo ”
b) Tim cac can bac hai cua T“ — 1) bang hai cach néi o céu a).

199
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S

"

DANG LUONG GIAC CUA s& PHUC VA

UNG DUNG

1. So phirc duéi dang luong giic

200

a) Acgumen cua so6 phiic z # 0

DINH NGHIA 1

Cho s6 phitc z # 0. Goi M la di€ém trong mat phang phic biéu

dién s& z. S6 do (radian) ciia méi gée luwong gidc tia ddu Ox, tia

cudi OM duge goi lA mot acgumen cua z .

CHU Y

Néu ¢ la mét acgumen

cia z (h4.5) thi moi
acgumen cua z c¢é dang

@+ k2n, k € Z. (Nguoi

ta thirdng néi : Acgumen
cia z#0 xdc dinh sai

khic k2n, k € Z).

Vidul (h4.6).

a) S6 thue duong tuy y ¢ mot acgumen

b) S6 thue 4m tuy v ¢é médt acgumen

c) Cic s6 3i, -2 va | +1i theo thi tr

£

, . s
co6 mot acgumen la —, =gy ¥ o

5
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M(z)
. -
ol X
Hinh 4.5
¥
C(3i) ¢
E{l+3)
B2 9| am x
D(-2i) 4
Hinh 4.6



Nhdn xét
Hai s6 phite z va Iz (véi z# 0 va [l la s6

thue duwong) c¢6 acgumen sai  khac
k2n,k € Z,vi cdc diém biéu dién cia
chiing eting thudée moét tia goe O (h.4.7).

[H1] Bigt s6 phis 2 = 0 co motacgumen i ¢.
Hay tim mét acgumen cda moi s6 phie sau

=T e I ]
-z;2Z ;-2 ;= (dyrang —=—7).
i z( yl'mgz fz}

b) Dang luong giac cua sé phic

Xétsophirc z=a+ b #0 (a, b e R).

Ki hiéu r 12 médun cia z va @ la mot

acgumen clia z (h.4.8) thi dé thiy riang :
a=rcos@, b=rsmge.

Vay z = a+ bi #0 c6 thé viét dudi dang

z = r(cos@ +ising).

Tacod
PINH NGHIA 2

’}
N(ilz)
M(z)
0 x
Hinl 4.7
ya
M(a + bi)
----- i
|
7 1
P i <
0 x
Hinh 4.8

Dang z = r(cose + ising), trong dé r > 0, duge goi la dang

lugng gide ctia s6 phitc z # 0. Condang z=a + hi (a, b e R)

durge goi la dang dai sé cua sé phite z.

Nhdn xét. DE tim dang lugng gidc r(cos@ + ising) cia s6 phiic z = a + bhi

(a. b € R) khac 0 cho trudce, ta cin :

1) Tim r : d6 1A médun cla z, r = Va® + b? ;s6 r d6 ciing la khodng cdch

tir géc O dén di€ém M biéu dién s6 z trong mat phang phic.

_— . T - -
2) Tim ¢ : dé la mo6t acgumen cia z; ¢ la sé thue sao cho cos@ = — va

F

sing = — ;56 @ do ciing 1a s6 do moét gée lwong gide tia dau Ox, tia cudi OM.

r
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Vidu2
a) S6 2 ¢6 médun bang 2, ¢é6 moét acgumen bang 0 nén né cé dang luong gidc
2(cos0 + isin0) ;

b) S6 -2 ¢6 médun bang 2, ¢6 mét acgumen bang m nén né cé dang lirong
gidc 2(cosm + isinm) ;

Al = # & = * A - I & - -
c) SO i c6é moddun bang 1, c6 mét acgumen bang — nén né ¢d dang lugng
s SR,
giic caso + isin— ;

2
d) S6 1 + i ¢6 modun bing 2 , c6 mot acgumen bing % nén né cé dang

liwong gidc \E(cos% + isin%} :

e) S6 1 - A3i ¢6 mbdun bang \'lz + ('\E}’2 = 2, c6 mét acgumen la @ sao

cho cosg = é— sing = TJ_ Liy ¢ = —% thi

1= =9 < oo 5 i 3]

CHUY
1) |zl = 1 khi va chikhi z = cosp+ising (pe R).

2) Khi z = 0 thi |zl = r = 0 nhung acgumen ctia z khéng xéc dinh

(d6i khi coi acgumen cua 0 la s6 thue tuy v va van viét
0=0(cose + ising)).

3) Can dé y doi hoi r > 0 trong dang lirong gide r(cos@ +ising) cla
sO phirc z # 0.
Vidu 3
a) S6 phitc —(cos@ + ising) c6 dang luong gidc la
cos(@+ W) + ismn(@ + 7).
b) S& phiic cos@ — ising o6 dang lwong gidc la
cos(—@) + isin(—@).

I@ Cho z = r(cos@ + ising) (r> 0), tim médun va mét acgumen cua —l tir do
7

suy ra dang lfong giac cia %
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2. Nhan va chia so phuc duéi dang luong giac

Ta da bi€t cong thire nhan va chia s6 phirc dudi dang dai s6. Sau day la dinh 1i

néu lén céng thire nhan va chia s6 phite dwéi dang lwong gide ; chiing cho cac
quy tac tinh todn don gian vé nhan va chia sé phite.

DINH LI

Néu z = r(cosg +ising),
z' =r'(cosg’ +ising’) (r=0,r'20),

thi zz' = ir'[cos(@p+ @') +isin(p + @')],

z? = :— [cos(g' — @) + isin(¢p' — @)] (khi r = 0),

Néi mét cdch khic, dé nhan cic s6 phifc dwéi dang lirong gidc, ta l1dy tich cdc
médun va téng cdc acgumen ; dé chia cdc s6 phire dudi dang lwong gidc ta lay
thuwong ciac médun va hiéu cac acgumen.

Chirng minh
7z" = [r(cos@ + ising)] [r'(cose' + isin@')]
= rr'[cos@cosp' — singsing' + i(sin@cos®’ + cos@sing’)]

= rr'[cos(@ + @) + isin(@ + @')].

Mat khac, ta c6 %= %{cms(—;ﬁ) + isin(—¢)]. Theo céng thitc nhin s6 phire,

ta co
z? = z' % = %[cos{@' - @) +isin(@' - @)] O
Vidud4.Taco l+i= \E(cosg + fsin%]

: ; | A
va \E+r = 2[c05—+rsm—)

6 6

nén L —ﬁ_cm[ﬂ—ﬂJ—Hsin(n—ﬂ]}
Y53 L. & B 4 6

\Er | 1:)

2 1

kms_ +isin

12
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Nhéan xét. Néu thue hién phép chia trong vi du 4 dugi dang dai s6, ta diroe

1+7

o3 i

= Iz[l +43+ (3 - l}r'] nén tir két qua trén suy ra

o _ 20 +43) V243 -1)

s Sin-—
12 4 T2 4

3. Cong thiic Moa-vro (Moivre) va ung dung

204

a) Cong thic Moa-vro

Tir c6ng thite nhan s6 phite duéi dang lugng gidce, bang
quy nap todn hoc dé ding suy ra rang véi moi s6
nguyén duong n,

"l

[r(cos@ + ising)]" = r" (cosng + isinng)

vakhir=1, tacd

(cos@ + isin@)" = cosn@ + isinng.

A. De Moivre . - g s
(1667 - 1754) Ca hai cong thire dé déu dirge goi la céng thire Moa-vro.

3
Vidus. (1 + i}f’ = [\E[m}s%+ J'siniﬂ

4

== {-\E)j [cns% + isin%j

5
Ilﬁ
“%&

= —4(1 +i).
b) Ung dung vio luong gidc

Coéng thifc khai trién lu§ thira bac ba ctia nhi thitc cosg + isin¢ cho ta

(cos@ + isinqp)ﬁ cos’ @+ 3cos’ @(ising) + 3cos @{fsinqp)z + (isin @7}3
~ cos’ @ — 3cos .;z:'siu2 @+i(3 cos’ @sing — sin® P@).
Mat khidc, theo cong thirc Moa-vro,

(cos@ + isin @)3 = cos3@ + isin3¢@.
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Tirdé suyra
cos3p = cos’ @ — 3cos z;{}*s.in"2 @ = 4 cos® @ — 3cos g,
sin3g = 3cos’ @sing — sin” @ = 3sine — 4sin’ @.

Twong tur, bing cdch déi chiéu céng thite khai trién lu¥ thira bac n cta nhi
thitc cos@ + ising véi cong thitc Moa-vro, ¢6 thé biéu dién cosng va sinng

theo cdc luy thira cia cos¢, sing.
¢) Can bac hai cua s6 phiic duéi dang lugng giac
Tir cong thitc Moa-vro, dé thiy sé phitc z = r(cos@ + ising), r > 0 cé hai

can bac hai la

[ A
. A T
;[cnsz :mnz]

va —J;_*(cns% 4 :‘sin%} = J;[cos(% + ) + :‘sin[% + n}]i

Cau hoi va bai tap

27. Hiy tim dang luong gidc cta cdc s6 phitc : 7 ; —z ;  kz (k € ]T:R*) trong

N”-—

mébi trudng hop sau :
a) z=r(cos@+ising) (r>0);
byz=1+431.

28. Viét cac s6 phite sau duéi dang lwong gidc :

a)l—fJi;Hfm—s@um:#;
b) 2i(f3 - i) :

l .
2427 °

c)
d)z=sin@p+icos@ (pe R).

205
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Chii y : C6 thé dung mdy tinh bd tii dé chuyén déi dang dai s6 véi dang
lwong gidc cha s6 phitc z # 0. Chang han, diing mdy tinh bd tii CASIO
fx — S00MS dé :

1) Déi tir dang dai s6 z = | + J?_a.f thanh dang lwong gidc z = r(cos@ + ising)
thi (dat o ché d6 "radian") in lién ti€p

Pol( 1 , v 3 ) = : trén man hinh hién 2

(tirc 1a r = 2) ; 4n ti€p

RCL F | : trén man hinh hién F=1,047197551 (tirc 1a @ ~ %}.

2) Déi tir dang lwong gide z = 2{cns%+ r‘s'm%} thanh dang dai s6z=a + hi

thi (dat & ché€ dé "radian") an lién ti€p

SHIFT | | Rec( 2 ; SHIFT | | = s | 3 ) =

trén man hinh hién | (ttca = 1) ; an tiép

RCL| [ F |: trén man hinh hién F = 1,732050808 (ttc 13 b ~ /3).

29. Diing céng thite khai trién nhi thite Niu-ton (1 + N va cong thirc Moa-vro dé

. W0 2 . 16 A8

30. Goi M, M' 1a cdc diém trong mat phang phitc theo thit tir bi€u dién cdc s6

z=3+1, z':(3—-\f§)+(1+3\6):‘.

a) Tinh =,
z

b) Chimg minh rang hiéu s6 acgumen clia z' véi acgumen cta z 14 moét s6 do
cua goc lwong giac (OM, OM"). Tinh s6 do doé.

s 7 i | _
31. Cho céic s6 phitc w = %(I +i)vag= E(_I + ;\E).
- . 5 T o i 2 s » _—
a) Chimg minh rang z;, = cos—= + ising=, 2y = 28, I = %€ la cdc nghiém
ctia phurong trinh z° — w = 0,

b) Biéu dién hinh hoc céc s6 phitc zy, z;, z,.
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Luyen tap

2. Sir dung céng thirc Moa-vro dé tinh sind@ va cos4d¢ theo cdc luy thira cua

sing va cos@.
33. Tinh

21
W3- [LTW . [3x33)
’ | +i ’ 1 <2503

- - l - - ’ 4 H 5 ar
34. Cho s6 phitc w = —5(1 + .f\E). Tim cdc s6 nguyén duong n dé w™ la sé thue,

Hoi ¢6 chang mét sé nguyén duong m dé w'™ 1a s6 40 ?

35. Viét dang lwong gidc cha s6 phitc z va ctia cde can bic hai clia z cho méi
trurong hop sau ¢

a)lz =3 va mot acgumen cua iz 13 T

I g Z o OW
3 va mot acgumen clia T 1a =

36. Viét dang luong gidce ciia cde s6 phire sau :

b) Izl =

a)l—ftzm%; b) tan%ni-i;

c) 1 —cosp—ising (pe R, pzi2n. ke Z).

CAN BAC n cUA SO PHUC

Tuong tf dinh nghia c&n bac hai clia s6 phifc, ta goi s6 phifc z saocho z" = w la

mét cin bdc n cia sé phirc w (1 la s nguyén cho truée, n > 1).
R& rang chi cé mot can bac n cla w =0 1a 0.
Khi w = 0, ta viét w dudi dang ludng giac w = R(cosa + isin), R > 0. Ta can
tim z = r(cos@ + ising), (r>0)saocho z" = w,
207
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Theo céng thitc Moa-vrd, z"' = w ¢6 nghia la
r (cosng + isinng) = R(cosa + isino),

ticla r" = R vang=a+ k2n, (k € Z).

o+ k2w
Tudér=4R, p=——— ticla
n

" [ [a' k2ﬂj . (a k?n)}
Z=4R |cos|—+ +isin| —+—1||.
n n n n

Lady k =0, 1,..,n — 1, tadudec n c8n bac n phan biétcla w.

Vi du
. _ B o T " 5 !
SO w =i=cos— + isin— coO bacinbacbala ¥
2 2 B(z) Alz)
YL,
Zl = 05— + I 8In— \ /
6 6
==
= %(\5 PG o J
[n Enj . .[n zn]
In = COS| — 4+ — |+ 51| — + —
“2 6 3 6 3
|
=SB4 ce)
Zy = CD.‘E[% + %Tj + r‘sin[g + 4%:] = - Hinh 4.9

(trén hinh 4.9 c6 ba diém A, B, C theo thirtubiéu dién z;, z,, z3).

Chu y : Néu w =0 thi cac cin bac n (n=3 cho frudc) clia w dugc biéu dién
trén mat phang phic bdi cac dinh clia mét n-giac déu noi ti€p duting tron tam o ban
kinh 4flw].

Cau hoi va hai tap on tap chuong IV

37. Tim phan thue va phin ao cua méi s6 phire sau :

208

a) (2-3) ;
oG Ao
s P T

¢) (x + ;‘_v)z — 2(x +iy) + 5 (x,y € R). V6i x, y ndo thi s6 phitc d6 1a s6 thure ?
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38. Chitng minh rang néu 2| = |n| =1 thiso

Z+w
1+ zw

la s6 thue (gia str 1 + zw # 0).

39. Giai cdc phwong trinh sau trén C :

a) (z+3-i) -6(z+3-i)+13=0;

: 2 ;
[z + 3 iz +3
b](z—Ef] —32—2:'_4_0'

¢) (22 +1) +(z+3)? =0,

40. Xét cdc s6 phire
Z|=J€—E‘J§, Z;_,:—?—Ef_" 23=Z_l.

a) Vi€t z;, z,, z; duéi dang lwong gidc.

b) Tir ciau a), hdy tinh cos-%t va shl%-

41. Cho z = (/6 + ¥2) + i (36 = J2).

a) Viét 2% dusi dang dai s6 va dudi dang lugng giac.

b) Tir cdau a), hdy suy ra dang lirong gidc cna z.

42. a) Bang céch biéu dién hinh hoc cdc s8 phife 2 +i va 3 + i, hiy chitng minh

N . el g . . P m
rang néu tana = 5 tanh = 3 véia, b e [{}, ZJ thia+h= T

b) Bang cdch biéu dién hinh hoc cdc s6 phitc 2 +4i,5 +i vh 8 + i, hiy chimg

) 3 , 1 ] 1
minh rang néu tana = —, tanh = —, tanc =

) i 8

EE i BB e [0;%} thi

T
a+bh+c=—.
1
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Bai tap trac nghiém khach quan

Trong maéi bai tap duéi day, hay chon mot phicong dan trong cdc phwong dn da
cho dé diwoc khang dinh diing.

43. Phanthwc cia z = 2/ 1a
(A) 2; (B) 2i ; (0 : ey,

44. Phainaociaz=-2i 1a

(A)-2; (B)-2i ; (C)0; (D)-1.
45.56 7 +z I

(A) s6 thure ; (B) s6 a0 ; (C)0; (D) 2.
46. S6 z — 7 la:

(A) s6 thure ; (B)s6 ao ; ()0 ; (D) 2i.
47. S6 % bang

(A) 1+ : {B}%(]—r‘); iy 1=is (D).
48. Tap hop cdc nghiém cla phuong trinh z = ey la

(A) {0;1—=14}; (B){0}; (O 1=} 3 (D) {0, 1}.
49, Médun ctia 1 — 2/ bang

(A)3; (B) V5 : ©2; (D) 1.
50. Modun ctia —2iz bang

@A) -2ld; @2z (©) 2l ; (D) 2.
51. Acgumen clia —1 + 7 bang

{A]%E+k2ﬂ[keZ); {B)—%+k2ﬂ{k&@);

n m
(C) ?+ k2n (ke 4) ; (D) 3+ k2n (k€ Z).

210
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52. Néu acgumen ctia z bang —% + k2n (k € Z) thi

(A) Phén ao clia z 13 s6 duong va phén thuc clia z bang 0 ;
(B) Phan 4o cha z 1a s6 am vA phan thue cta z bang 0 ;
(C) Phan thuc ctia z 14 s6 4m vA phin 4o cia z bang 0 ;

(D) Phan thure va phan ao cia z déu 1a s6 am.

53. Néu z = cosgp— isingthi acgumen clia z bang

(A) ¢+ k2n (ke Z); (B) —@+ k2n (k € Z) ;
©) o+ +k2n (ke Z) : {D)rp+%+k2ﬂ (k € Z)
54. Néu z = —sin@ — i cos¢ thi acgumen clia z bang
(A) -%+gp+m (keZ); {B}-—%—(;o+k21t keZ);
{C)%-i—:p—f—k?ﬂ (k€ Z) ; (D)7~ @+ k2n (k € Z).

Cau hai va bai tap on tap cudi nam
I - BAI TAP TU LUAN
I. a) Chimg minh rang him s6 f(x) = € — x — | dong bién trén nira khoang
[0 ; +o0).
b) Tir d6, suy ra €' > x+ 1 véi moix> 0,
2. a) Khao sét sir bi€n thién va vé& dé thi ciia hAm sé f(x) = 9 <A = (D 10,

b) Chimg minh rang phwrong trinh 2 - 3% - 12x-10=0¢6 nghiém thue
duy nhat.

¢) Goi nghiém thire duy nhat clia phirong trinh 13 a. Ching minh rang 3.5 < a < 3,6.

ta
b

Goi (') 1a db thi cia ham s6 y = Inx va (D) 1a mét tiép tuyén bat ki cta ().
Chitng minh rang trén khoang (0 ; +), (C) nam & phia duéi cia dudng
thang (D).

211
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10.

212

Moét xuwdng in 6 8 may in, méi may in dwoe 3600 ban in trong mét gid. Chi
phi dé vin hinh mét mdy trong médi lin in 1A 50 nghin déng. Chi phi
cho n may chay trong mét gidr 1a 10(6n + 10) nghin déng.
Hoi néu in 50000 t& quang cdo thi phai sir dung bao nhiéu mdy dé dwoe lii
nhiéu nhat ?

1

Tim gid tri 1én nhit va gid tri nho nhat cia ham s6é f(x) = J ; trén
-x“+x+6

doan [0 ; 1].

X

a) Cho P(x) = va hai s6 a, b thoa médn a + b = 1. Hiy tinh P(a) + P(b).

4% + 2

I
log, 2—-310353
b) Hiy sosinh A = 18 va B = (%) ;

P . = - . . . - = - 2 2 -
a) Chitng minh rang néu a va b 1a hai sé duong thoa méin a” + »” = Tab thi

h 1
log; ar ; = E(]og? a + log; b).

b) Bi€t @ va b la hai s6 dwong, a # 1 sao cho logh = J§ Hay tinh

I 3\‘ a
E ll"!.' h ?hj ’
2tany

a) Tim dao ham cua cdc ham s6 y = cosx. e

4 2™ thoa man hé thic y" - 13y - 12y =0.

va y = logy(siny).

b) Chimg minh rang hAm sé y=e
= X X

a) V& d6 thi ctia cdc hims6y=2", y = (\E] va y =(\/§) trén cling mot mat

phang toa d6. Hiy néu nhin xét vé vi tri twong déi chia ba dé thi dé.

b) V& d6 thi ham s6 y = logyy. Tir d6 hiy suy ra dé thi cia ham sé
y=2+logzx va do thi cia ham s6 y = logs(x + 2).

Giai cdc phwrong trinh va hé phuong trinh sau :

a) g5 x 4 g1 ¥ 30, b) ]og{logzl -3log, _r+5] =2
2 2
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c) 4!08_1'+I _ 6Iog.1‘ _ 2‘3Ing_1'2+2 =0: d)

F .1
logg—+ e Eiogﬂ%)
11. Tim tap xdc dinh cua cic ham s6 sau :
a) y= log[l - lﬂg[.rz -5x+16)] ;
1
b) y = 4flog S it X B)— 1
\I 0.5 ‘1.2 +9y
12. Tim nguyén ham ctia m&i ham s6 sau :
a)y= ,1'3(] +.1'4)3 4 b) y = cosx sin 2x ; c)y= '\.2
cos” x
13. Tim ham s& f, biét rang f'(x) = 8sin’ [,r + %J va f(0)=8.
14. Tinh cac tich phin sau :
| _ | 1
aJI ;h ; b) IzL : c) Ixze"'clr.
oy X" 1 ax txel 0

15. Tinh dién tich cdc hinh phang gidi han bai cdc duong
a) v+ X =0va _}’+3.-'-.'2 =2,

b)y - 4x =4 vi dx—y=16.

16. a) Cho hinh thang cong A gidi han bdi dé thi him s y = €', truc hoanh va céc

dudng thang x = 0 va x = 1. Tinh thé tich ctia khéi tron xoay tao duwoce khi

quay A quanh truc hoanh.

b) Cho hinh phang B gidi han boi parabol y = P lva dudng thang v = 2.

Tinh thé tich khéi tron xoay tao duge khi quay B quanh truc tung.

17. Cho céc s6 phitc z; = | +i, z, =1 — 2i. Hiy tinh v biéu dién hinh hoc céc

s6 phire :
’ = A
2'12 s Z)Z23 221~ 25 ZjZy VA z=2
I

timdapan.com
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18. Tinh :
a) (J3+i]2—(ﬁ—f)2 ; b) (JE+:‘)2+[J§—;)2;

¢) [J§+f]3 —[JE—:‘)3 : d) Eg—:;z
+ 1

19. a) Xac dinh phan thue cta s6 phitc 2 T biétrang |z |=1vaz # 1.

z+1
Z_

b) Chitng minh rang néu lasdaothi|z]|=1.

20. Xic dinh tap hop cdc diém M trén mat phang phitc biéu dién cdc s6 phifc
(1 +iN3)z+2, trongd6|z—1]<2.
21. Tim cic cin bac hai clia mdi s6 phiic :

-8+ 6/ ; 3+4i va 1—2\55.

22. Giai cac phwong trinh sau trén C :

a) 22 -3 +3+i=0:
b) 22 - (cos@ + ising)z + isingcos@ = 0,
trong dé ¢ la sé thue cho trude,
3
it )
[ + i3 [I - fﬁ)

II - BAI TAP TRAC NGHIEM KHACH QUAN
Trong moi bai tdp dusi ddy, hdy chon mét phiwong dn trong cdc phitong dn da
cho dé duwoc khang dinh diing.

| y
— =24 43041

24. Ham s6 f(x) = e’

(A) Déng bién trén mbi khodng (—o ; 1) va (3 ; +) ;
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(B) Nghich bién trén méi khoang (—o ; 1) va (3 ; +0) ;
(C) Déng bién trén khoang (- ; 1) va nghich bi€n trén khoang (3 ; +») ;

(D) Nghich bi€n trén khoang (—o0 ; 1) va dong bién trén khoang (3 ; +).

25. Him s6 f (x) = sin’ x — 2sinx ¢6 gid tri nhd nhat 13

| 1
(A) -7 ; (B) 0; © -1; (D) -3

26. Goi (%) 1a d6 thi clia hAim s6 y = ¥ x” + x . Khi d6

(A) Pudng thang y = x + 1 13 tiém cén xién ctia (¢) (khi x — +) ;
(B) Dudng thang y = x + % 1a tiém cén xién cua (¢) (khi x — +) ;
(C) Dudng thing y = —x 12 tiém can xién ctia (%) (khix — +o) ;

(D) D6 thi (¢) khéng cé tiém can xién (khix — +90).,

27. D6 thiclia ham s6 y = P ox+l ti€p xiic tai diém (1 ; 1) véi

(A) Parabol y= o (B) Parabol ;.=-=,r2;
(C) Parabol y= x4 2x ; (D) Dudng thang y = 2x + 1.
o . B a+b . Ina + Inb .

28. Cho hai sé duong a va b. DatX = In 5 VA Y= — Khi do

(A)X >Y; (B) X< Y;

(X = ¥ (D) X=Y.

ﬂ e + eb

29, Cho hais6 khéng amavab.Dat X =e 2 vaY = 3 . Khi dé

(A)X >Y, (B X< X

(C)X=7Y; (D) X< Y.

30. Cho (%) 1a dé thi clia hAm s8 y = log,x. Ta ¢ thé suy ra dé thi clia ham s6

y = log,2(x + 3) bang cach tinh tién (%) theo vecto

AV =(3;:1); (B) v =(3;-1);
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(C)v =(-3;1) (D) v =(=3;-1).

31. Cho hamsé f(x) = logj{_\'z +1). Khidé

] oy I’ 4 ! — I s
A) f'()=57= (B) f'(1) = =

g B e
(© £ ~DtaE - () Fii)= e

32. Biét rang d6 thi clia hAm s6 y = @' va d6 thi clia hAm s6 y = log, v cat nhau tai

didm (W27 ; J2). Khi d6

(A) a>1vab>1; (B)a>1val<bh<l;
(C) O<a<lvab>1; (D)0<a<l1lvalO<h<].
4
33: Chis e Fia) =2 = > Khidé
X
, N & : e B
A) [fode===-=+C; (B) [fode ==+ 24 ;
3
TR - 5 Sy B 3 :
© [fnde =2 -=+C; O [reode=2+ 2y

34. Néu a 1a mét s6 thoa min céc diéu kién :

ac [g : %n] va ;':'CDS(I +a®)dx = sina
thi
Aa=m ; (B)a= -~ :
(C) a=2+n ; (D)a= 2.

35. Goi S 1a tap hop tat ca cdc s6 nguyén duong k thoa méin diéu kién

m

Iln%dr <e-2.
1
Khi dé
(A)S= {1}; (B)S={2}:
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(Ey&=:11 ;21 (D)S=0.

36. Cho s6 phic z tuy ¥. Xét cdc s6 phitc @ = 22 + (7)* vd B =27 +i(z - 7).
Khi dé
(A) ala sé thue, Fla sé thue ; (B) & la s6 thue, flas6ao;
(C) alas6 ao, Fla so thre ; (D) & 1a s6 ao, flasé ao.
37. Cho s06 phiic tuy ¥ z # 1. Xét cdc s6 phiic
a = T‘%—zz + @) va B = Zj__lz + (@2 +7.
Khi dé
(A) ala s6 thue, Fla sé thue ; (B) e 1a s6 thue, flaséao;
(C) e la s6do, Flaso thue ; (D) e 1a s6 ao, Flasé ao.

38. Néu modun cua sé phiic z bang r (> 0) thi médun cta s6 phie (1 - f}gz bang
(A) 4r; (B) 2r;
©) 2 ; (D) r.
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HUGNG DAN GIAI, DAP SO CAC BAI TAP

CHUONG I
44=<0.5-2<a<2 10. a) 18000 ngui va
22000 nguti; b) f'(¢) = 120 L= 0

(t +3)°

c) e Nam 1990: 0,192 ; e« Nam 2008 : 0,065 ;
e Nam 1996.11. a) y,., = f(-3) = -

. 74
Yer = fl=1)= _g
tri;c) yep = f(-1) =

d) yop = Fl=) =15y

: b) Ham s6 khong ¢6 cuc
=23 ¥y =f1)=2
= f(0)=10;

€) Yoo = D= 212-  Yer = rm—i::’: :
) ¥ep = F(0) =
12.2) yer =&=(—«51=
b) yep = ¥(0) = 242 ;

Jive=f@)=1

23 = }-'(\E} =2

c) Vop = y[—%+ kT

T
Vit = .“’[EJr k'.ltj =

d) v = vkm) = 2(1 - coskm) ;

21 |
P = _1-[iT+ 21{-11) =45

132ba==-2h=3,c=0,d=0.14a=3,h=0,

¢=—4. 16, max f(x)=1: minfix) = l
xeR el 2
17.a); max Ff(x)=10; min f(x)=—
xeE[=2;3] rE[=2 ;3]
|
b = =4 ; i (x) = =-3—;
) l]ﬂgixu ) = n:r-“ﬂﬂ] Fx) 3
¢) min f{x)=2 :d) max f(x)=4
v =0 vel2; 4]

218

2
I xX)=-4: )= 3=
o FR=H ) max, fO) =3
: . : 3
min f(x)=2:f max flx)==.
vel0:1] 1e[0;2] 2
. 3
I3.a) maxvy =3 ; miny = —— ;
xR xeR 2
b) max v = SL miny = 3—
ral 6 ! xeR 2

19. BM = :_:; Khi dé dién tich hinh chit nhét 1a

V3

5= ?ul. 20. 1 = 12 (con c4).
21 A i i | PR i i I
2l.a) yo4 = f(-1) = ¥ Yo ™ = 5
f =
b) .1'}'[ zf["f]zﬁj" C) 1"!‘..9 Hm_‘\r‘ "

d) Ham s6 khong cé cue tri. 22.m > 0.
23. 20mg ; do giam huyét dp nhiéu nhat 1a 100.

1): AM = /5. 25.9 km/h.
26. a) 375 ngudi/ngay ; b) ngay thit 15 ;

24. M(~1 ;

675 ngudi/ngay ; ¢) Tir ngay thit 11 dén ngay
thi 19 ; d) Ham 6 f déng bién trén [0 ; 25].

J—2x=3; min §f3-2x=1;

27. a) max
X E[-ai:] I

.LE[-—-J; I]

b} Tiax }f{t)"l»j— mln ]_ﬂt)_—

c) max f(x) = 3; mmj[n = L. ¥
x€R 4

3n ﬁ s
d) .:nf.lr(” ?4"7.‘:1:1! flx)= ~3

2" | 2
28. Hinh vuong co canh dai 10 em.
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- S 4 )
39.‘ .l’_:-_ :Y=2X
1}(4 7.4
=173
2 r=X+1
e . " — 2
b”[l‘ 2]‘ Gl A
: 2
-~ g
). 1 w 3 2
I_:_: uY=_4X ]
% (8 16] R
o 16
r=X .
d)f{ﬂ;—ij;{‘ ;¥ =2x2
yv=Y-=3
=X+l
30.2)1(1:=1):b) 4" 7 S Y=X'-3x .
y=¥-1
r=X-2
c)_v=—3.r+2.3l.jl ;Y=—L;
ly=r+2 X

32.a)I(1;1);b) I(-1;3).

r=X+ux
33. { ¥

&
Y =aX +—.
y=Y+y X

34. a) Tiém cin diing : x = '——3%- ; tiém cin

;— ibyx=-3;v=-2;¢c)Tiémcin
y=x+2;tiémeinding: x=3;

ngang: y =
Xién :

|
d) Tiém cén dimg v = —E: tiém cin xién:

y = X
y= 3"
v =0.35. a) Tiém can ding : v = 0 ; tiém céin
xién:y=x-3:b)x=0;x=2;v=x+2;

7
vy sely=lix==l;y=0;f)x=-1;

cjx=lLx=-l,y=x;djr=-1; x=

-3
B

v= —lg ; 36. a) y = x (khi x & +w0), y = —x

(khix = —o2) ; b} v = 3x (khi x = +@), v = x (khi
x=p=00);c)y=2v(khiv—=r+0);v=0(khix=»-0);

|
d) v=ux+ ~2- (khi x —+w),

I
P= == -j (khi x —» =),

37, a) vy =2x (khix = +®);

v =0 (khix = -w);

b) y=x-2(khix = +0);
y==x+2 (khix = -w);

c) v =x (khix — o) ;
y=-x({khix = -);

d)  x=lLx=-1,y=1.

x=X+3

38.a)x=3;v=x+1;b)I[3;4), {1 i
y=Y+4,;
c) I’—J{+i 30.a) -2, -3); Y"X—l‘
=T x- Lo ¥ L] = X ]

Wi(3;2); ¥= X+%. 40.b) y= -3x - 3.
41.b) e m < -1 hodc m =3 : | nghiém ;

o m=—1 hodcm =3 : 2 nghiém ;

o —1 <m<3:3nghiém.
8 f

8 d
43.¢c) _vzﬁ_r—iva _v:—m.r—?
45.b) em<-2hoacm > 2 : | nghi¢ém
o m=-2hoac m=2:2 nghiém ;
o -2 <m<2:3nghiém.
d.a)ym<-1,2<m<3,m=3 4. a)ym=0;
4 13 4 .. .43

b} »= e, e ] VE[ P = —x b e+
We 12 e 12
b} y= —% X —%;C] ¥y = —%_1‘4-%.

54. b) Do thi cia him s6 y= -1+ i la
i x+1

hinh déi xing cta () qua true hoanh.
35. b) y=3(x=-2). 56. b) Gitt nguyén phin
chia (¢) nam phia trén truc hoanh va ldy déi

xting phén cha (¢) nam phia duéi true hoanh
qua truc hoanh.
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57, b) Hii gias didnc A(0 2 1), B[—%—;%] ;
¢) Pudng thang y = 1 12 tiép tuyén chung ctia
(@) va (D) tai A ; phueng trinh ti€p tuyén clia

3 3
(¢} va [EP ) tai B, theo thifur, 1a v = -E,r +E

va y=-2x +% : d) Trén [—U'J ;= %—] ('€)
nam phia duéi {EP) ; trén (—%: ﬂ) va (0; 4o0)

(¢’ ) nam phia trén @).

58.b)em <Ohoacm=12;em<0.

60. O(0:0):

=iy

.
i 2

61. Tiép diém : [mﬁ Q'L(l—cnt cx}]

63.c)m<-3hoiac-3<m<0,

6dha)a=-2;bh=-3

65.b) m < 4 — 246 hoic m > 4+ 246 :

c) Phin cha duéng thang v=5r-2, véi

Jooo V6 9

I, '-:"l‘l'T. 66.5{:—6;{}:5-

67.1° a) T(x) = 0,0001x” + 0,2x + 10000 ;
10000

X

(cudn) ;2. b)373 < x < 17427 ; ¢) 9000 (cudn) ;

. v 4V
71 triéu déng. 70. r = 13'#:— s h = 1’—-
2n n

71. Do dai hai canh con lai déu 1a Sem.
73.a)p<0.74b) v==3x+1

b} Mix) = 0,0001y +

+0,2:x = 10000

ie)om o= =3,

75.6)m=9 m= IE

Pyva(H)1aA(0;1);

78. b) Giao diém ctia |

220

c) Trén (=00 ; =1) v (0 ; +o), [fl") nam phia trén

{.‘Hj. strén (-

80.(B) 81.(C) 82.(D) 83.(D) 84.(A) 85.(0)
36.(B) 87.(A) 88.(C) 89.(D) 20.(B) 91 (C)
92. (A) 93. (D) 9%4. (B) 95.(C) 96. (B)
97.(D)y 98.(A) 99.(C) 100. (D).

1:0), (<) ndm phia dusi ().

CHUONG II

I. a) Sai ; b) Diing ; ¢) Sai ; d) Sai.

2. Diéukién C.3.2;36 ; E 3 E
16 5

R e By o), 12l 10,
27 16

5. a)ab : b) 2a.

ﬁ.a}ﬁ}ﬁ;h)@+%>-{f§;
cjﬁ+ﬁcﬁ+i"fﬁ,

7.HD : 7+542 = (1 £2)°.
8.0) ¥b :b) 23ub ;o) 150) V.

10.0)HD : 44283 = (S 1)’ ;

b) 9+ /80 = [3“‘_}

1. 2 (V3)° 13,3 ‘;/; By ws™ i

8

c) [—,i;)% =227

kién B. 13. Diéu kién C. 14, Diéu kiégn 0 <a < 1.

d) 7 > 4" 12. Didu

15. % 14:3.16.a; a. 17.= 21,59 triéu dong

=2

i YRR S
18. a) x12 - p) [%J ;c) (?J 2 d) g
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25;"""i

19. a) a ; b) {Iz; c) ——: d

i)
u‘E —h"ﬁ

T n
X =y

20.a)Ehiag=1th a=0:khiog=1th «
tuy v; b)-3<a@<3. 2la)x=1;b)x= I

o

vax = 16.

. I‘Ef_
; X > a2
22.2) |4 < Bibyr2V:0
X< -—IE,E;
d) x <5 . 23. Khing dinh d).
24, a) Sai; b) Dang ; ¢) Sai ; d) Sai.

25.a) log x+log, v ;a>0,a=1,
x>0,v>0:b) Iugdi:(.-‘;-[}_u:tl,_r}ﬂ,
.‘,

y>0;c)alog, x ;a>0,az1,x>0;

dybh;a=0,azl,b>0.
.a)a=1:b)0<cua<l.

1 3
27.1:4:0;-2; —:-=.28.-3;1;3;=-2
' 3 2

29.18; 32; 15—5:32.30. a)x=0625:b)x=-3;

cjx=23;d)x=533 31.1,65; 1,29 ; -0,13 ;

: A oo ol
~042.320) = :b)-250) > 1 d) 3.

33.a) log; 4 > 1034% . b) 3lBell  7logg0.99

3 .a) log2+logl = logl ;
b) logl2 — log3 < log7 :
c) 3log2 + log3 < 2log5 ;
d) 1 +2log3 > log27.
35.a)8:b)11.

36.a) x =a'h’ :b) x = a® b2,

37.2)2a+20-2:b) za+_;,_

38. 20;b) long\E;

c) 20log2 - %—lug3 d) Iog%.

1
Mayyx=3:b)x=7:¢c) x = Shg.
40. M;, o 10 chit 56 ; My, ©d 39 chii s6 ;
M 395260 €0 420921 chit 6.
41. 4 nam 2 quy. 42 Sai tir In(2e) = Ine + Ine.
3. 20+ 30 da-2h2b - 2a ; -2a - 2b.
45. 900 con ; 3 gic 9 phiit.
46. = 82 235 nam.
47.a)a = 863 188 841.4 ; b) = 52,5 mmHg.
48, a) =3e*: b)=3. 49, a) v = (2v - I)c‘h :

2,1'[[.1-+ e' + 1} ‘
'er" +1 *

c)y = %(c" + r:"') ;d)y = %(c" - c"").

b)y =

50. a) Dong bién ; b) Nghich bién.

52. Ta c6 bang sau

I do lén
STT| Leoai &m thanh E (D)
I | Ngudng nghe 1 0dB
2 | Nhac ém diu 4000 | 36 dB
3 (' €
I":Thz_xc manh phat ra 6.8+10° | 88dB
tir loa
| Tlé‘ng mdy bay 23x10'2[124 dB
phan luc
5 | Ngudng dau tai 10" |130dB
53.a)3:b)0.
54. a)v' = 3In%v + M 2
X
221
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2 : 2
Inx : |
i xlnx £ 24 x _ + ;
J.rz +1 A
c)v=In I e i
r+1 x+1
2
iy 12 _In(x 2+ l}_
x+1 X

55. a) Nghich bién ; b) Déong bién.
57. (C;)1adé thihamsé y = x? ;

|
(C5) ladéthihaimsé v=x 2 ;

58.2)y' =2x2c+ )" 'ib)y! 3

2x? y 145 g
1= %1 =3

Y (a F’u—-"?
By {ﬂ H O

59. a)= 091 ;b)=-2,61.

c)y' =

6l.a)0<x<]l;b)2<x =8.
62.2) v =0 ;b)x> 2,

63. a).rz-:lz—.(fg.-'_{':l- Be=f2+d3)";

byxe{0:3}:e)x=1:d)x=0.
64.2) ye {-1; 2} blx=2 65 a)k=353;

a#= 1,096 ; b) d= 25,1191ogF - 43,312
c)

F 53|60 |80 |100 120 140 [160

o |0 |1.35]44916,93]18.91 |10.60(12

66. a) v =2 ;b)x=06.
67. a)x= SL :byx=9.
b

68.a)5=1{2:logy2 -1} :b)x=0.

222

5.1'\Jj In? 5x .

Gﬂ.a}.‘i={lﬂ;m];b13={2: l}

?g :
A8=1{(37:3%%

70. a) x = log, (log; 4) ;b}.1'=3_l :

3
)8 ={2;-(1 +logz2)} ;) s = {57 ; ¥5}.

Tl.a)x =1 :byx=2.
72.a) 8= {{2;13}:(13;2}} :

b) (x ; ¥) = [% %J MBea)(x; ) =(2:7);

b) (x: ¥) = {%;%],?-L ayx=-1;b)x=0;
c)x=100 :d) x=0.

75.a) 5 = {log328 ; log;82 — 4} ;

b)s = {%3} ;)8 = 1—225;—1

. Thoa) x = Iogﬁ_I% =
2

b)x =e.“)'; c)y = {2;16};d)5 = {2‘_?; i

77. 8) x = §+krt . b)x=k Nikn.Goi § :

W=

Dit f=4l+rus?ﬂ.l 78 a)v=—1:b)x=2

T9.a)(x ;) =(=2;0);b) (x;¥)=1(2:3).
_ 3
80, a)v<05:b)v> -Z.

1 1 2
8l.a) = <x<2:b)—<xi<—:
a) 3 L} }3 \ 5

8 =i 9uifs 4] :d}é— g %

82.2)05=sx=4:b)5=(0:1);

83a) 5= (5:-2) w(l: 45 :
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b)S= [—% I];Ha}p{q blp>qiedp>q;

d)g > p. 85. Huong din :

Lty oot
HI(Z =2 ) =

|

E(T R R )2 ;

173
86.2)2'% = 1024 ; b) —— .

87. Huong ddn
|
1,“033 2.logy 4 < E(log; 2+ logy4).

=2081.9La)a>1;

9. Soa = —

Wl<ag<l:c)a=]l:di0<a<]1.

92, r= 3574 (nam). 3. a)x =10 ;b)Y x=-2;

c)x=13;dyx e {-1.5;-1}.

94. a) v € {L;Z} i hyx=1:c)x=13;

16
d)ix=3 98 =1

96.a) (x; v)=(6:2):b) (x:v)=(512;1).
1
97. a) [n;i)u[v‘iww) :

b) (~eo;: 0] w [loggd : 1) :c) (4 +m).

98. (C) 99, (D). 100 (B). 101. (B).
102.(Cy 103.(Cy 104.(D)
105.(C). 106. (D) 107.(A)
108. (B) 109.(C) 110.(B).
CHUONG III
v o 5S¢
La) x° +'—4—+t' :h}-',z————+ Tx +(
-1 *® = 2
B N %3
c) - 3 3 +C s d)y=x® +
10> a2 5%
e e TP ¥
}2lnlﬂ+( 2.&]3.1 +4.1 +O

b} QJ;—:??:+{' ie) 2y —sin2y + O
X

d) ._1'+ sindy

i +C.3(C). 4Pingvi —x lamet

1
nguyén ham ctia f{x). 5. a) =6(1-x")2 +C ;

5
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